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!��� ��������	 �������� ��� ��������� ������ �� ������"����	 �� �#��$ ��
$�������%�	 ������� ���� �� ����� ������� �������� ����� ��� ���������� ������
�� ��������	 �� ����	����$ ����������� ������� � �� �� ��������� ��� &���#
�' ��������� ����� ���� ���� �� �������	 ������� ����� ����� �� ��� 	��� � ���
��������	 �	��� ��	 ������$� ��� ����� "��� ���$� ����� �� ��� ������� (����
������������ ��� ������ ����� ��	 ����"���� �	��� ��� ������ ��� 	������ ����
���	 ������� ���	 �� ����������%�	 �� ����$ ������� ���� ����� �� ��"�	 ����$
�����$�������	 ����� ������� � ������� ��� ���������� !�������	 �������
�� 	�
����� 	 �� ������ ����� ������� ��	 ��� ������ �� ���� ������ �� ����
������ �� �	�� ��� ���� �������� � ����$ ���������$����� ��� ����� � ��
�������	 ������ ��	 �� ��"���� �������

��� ����������� � ��"���� ������� ��� ��� ��������	 
����� ������	�� )����
����#��$� �� �� #��� ��� ������ � �� ��"���� ������� ��� ������ � ��� �����	
������ ���	 �� ����������	 �� �������$ &���	�����$' ��� ��������	 ��������
������������� *� �������� ��� ������ � ��� ���	��������� ���� ������� ����
#��� ������� ��	 ���	��� ��	����� ���	 �� ��$$�	 �� � �����	 ������ �����
�� �� ������� +� ��� ���� ���	� ��"��$ �� ��� ������� ��	����� ���� ��� ���	���
��	����� ��� #��� ��	 ��� ����������� 	���������� �� $�"�� �� � ���� T > 0� ��
� ��$��� �������� ������ ��	 �� ���� �� �������	 ��"���� ������ �,� -�� ��� ���
������ ��� �����	 ������ ��� ��� ���� ������ �� ��� �������	��$ ��"���� �������

��� ������������ �����
�� �
� ������� 	�
����

�� ��� 	������������ �������# �� ��"���� �������� ��� ������ �� ����������	 ��
�� ��#��� ���������� "���� � � �������� �� ��� ��#��� ��#��� �� ��������
��� ��� � � ��.������� ��� ��.����� ��	������ ��� ������	 � �� ���������
��#��� �� ��� ����� ���� ��� ��.����� �� ������� ��������� ��	 ����������� ��"�
�� ������� ���������� ���� �� �����"��� � ��� �������

/��������� ��� ��������� ��������� ������� 	 �� ������� �������	 ������
�0�� *���������� �� �� �������� 	�1���� � ��#� ��� 	��������� ������� � ������
��������� ��������� ������ ��	 �� �������	 ������ ���� 	�����$ ���� �����
����� ����������� �������� *� �������� �� ��� ������ ������������ ������ ��
��"������� 
���� 	��������� ������ ������ �� ��"�� 	����������� ���"��� �����
������� ��� ���� ������� ��� ��������� ������� ��������	 ���� �� �������	 ����
���� +� ��� ���� ���	� ����$ ��� ��.����� ������� ���� � ���	���������
��������� �� ��������� �������	 ��"���� ������ �� ������$�� �����	 ��� � ������
��� 2�������$ � ��� ��"� ������ ������	 � 
�	��$ ��� ������� ��	����� 
�	��$
��� ���� ������� ������� ����������� � ����� ��� 	��� �� ���� T �� � ������ ��

�(�� ����	�� 
����	��� 	�� ������� ����	)����� ��� 
����	� x �� � ��	$���	� Px 	��	 �
��*����� ������� *� � ��� 	
 
����	��� ��� ϕk� �	 ���� �� ���� Px =

∑
k xkϕk� ����� xk ��� ���

��	$���	� �		�������& +�� ���� � ���� �	 �	��� 
	� ����� ��	$���	� �		������� ��� ���� 
	� Px&



�������� ����	�� 
��� �	�����	 ,

��	 ��� �� ��"�	 �� � ����� ������� ������� 3�� ���� �� �� ��� ���� ������ ��

�	��$ ��� ��������� ����$����� ������� ��	����� 4�������������� �� ��� ����
��"�	 ��� &���$���' ��.����� � ��� ������� ��	���� � ��� &���	���������'
�������� ������	 �� ��� ������� ��������

��� ������ � ��������� ��������� ������� 	���� ���# �� ����� � 5���� ��
��� �������# � $������ ��������� ��������� �6�� ��	 )������ �� 	�"����	 ���
"���� &� 3�������' ���������� ����	� �7�� ������������ ��� � ��� ���������
��������� ������� ���	��	 ��"� ���� ������ ���� 8������ ���� �������	 ������
���� �������� ����	���	 �� ����"���� ��	 ���� �� ����� 9���� ��� �:6;<�� ��"����
	���������� �� �������� ��$�������$ ��	 ���� 
��	� 	�"����	 ���������� ����	�
� 	��� ���� �������� ��������� ������� ������ � �������$ $������ ������������
��	 ����������� ������

��� $������ ����� � �������	 ������� ��� ���� 	�"����	 ����� ��� 6;<�� ���
������ �� ��#��" ��	 ����� �=� :� �;� ��� ��	 ��	���	 � ������ � 	�>�����
���������� ���� �� ��������	 ���$���� "���� 	���������� ��#��" ��$�����%��
���� �����	 �������"� ����	�� � �������� ��� �"��� ��.����� ����������
��� �� ������� �� � �,� �-� ,� �0�� ����� ����	� ��� �������	 � �� ������������
	�������

2������� �� ��$�����%���� ����	� ��� ���	�������� �����	 � �� ����� �
������? ��� ���������� ��	 ��������� � ��� ���������� �������� �������� ��	 ���
��"��$���� � ��� ������ � ��� ������� ��� ������ ���� ��� ��� � ���
���� ���	� � %��� ��� ��������� � ��� ���� �� ����� ������ ��$�����	 ��	 �����
����� ��� ��� � ��� ����� �� �������	 � �� #���� �� ��� ���� ���	 ��������
��� ����������� ����� 	 �� "����� ��	� ����������� ����� ��"�� &���' �� ��
#��� ����������� @��� �	�� ����� ��"� "��� ���	� ���� ����	���	 ��6� ��
������ ���� ����� �������� ����� �� ���� ������ !��� ���� ���	 �������� ���
&�>���� �' �	�����$ ����� ���	 � 	������ ��� ����������� ������ �� ��������
������	 � ���������� ����	���� ��$������ ��� ��7� �=� �:��

2�$�����%���� ����	� ��� �� ����	 � �������� �	��� �� ��� ��#����� ���
���� �� ��� ���� � ��� ��.����� ����	� � ;�  �� �� ����� ��� ��������� ���
���������	 ��� �������� �	��� �� ��� ��#����� ���"��� ����� ����	� ��� ��
��$��	 � ����� �������� �	���� ����� �� ��� �������� �� ��� ���� � ��������	
���$���� "���� 	��������� ��7�� @��� ��� 	������������ ����	� ������� ���# ���
� 
�	 � ���$�� ������ �� ��� ������� ������� ���� ��� ���� ��������� ����	�
�� �������� � �������"��� ��������� ����� ���� ��������� 	 ��� ���"��� $���
������ ���� ��� ���	 &�����������' �������������� 4�� ����������� ��$�����%����
����	� ��� ���������� ����	 � � ������ � ���������� ����� ��� �� �� "���	
��7�� *� �������� ����$  ����� &��� ����� �������' ������� ������ � �� �		���"�
���� �	�� ���� ��	����	��� �	��������� 	���������	 5������� ������



�������� ����	�� 
��� �	�����	 -

��� �������� �����
�� �
� ������� 	�
����

!���� ��� ����������� �������# ��� ���� �������������� ������	 ���� ��"��$
������ ��������� ��������� ������� ����$��� ���  ;�� ������� �0�� �� �����
� ��"� ���� � ������ �������# ���� ��"���� ������� ��� �� $�������� ��	
������� ����� ��� :;<� �  �  ,�  -�  0��

�� ������� � ��� 	������������ ������� ��	 ��� ������	 ��$�����%���� ����	��
��� 3������� ������� �� ��"��$ ��"���� ������� �� �� � ����	� 2������ �� ���
�� 	�������	 �� � �������# �� ��� �	�����$ � ��� ������ ������ �� ����� �
���������� �� �	�� � ���� �� ���������� ���� ��� ��� ����$ � �������� �� �����
� ����������� ��	 $�"��$ ������� � ����� ����������

!���� �� ��� 	������������ ����	�$� �� �������� � ����� � ���$�� ������
�� ��� ����������$ ��#���� �� ��� 3������� �������# ��� ������� �� � �������
��� ������� 	���������� � 	�������� ��� ����������� �� ��� ��#���� $�"�� ���
������������ ��	 &����' ����������� �������� �� ��� �	���� ��� ��������� �����
�� �������$ 	�>����� ����� ����	��� ��	 ����� ����	���� �� ���� �� 	�����
������������� � ��	�"�	��� ��#���� � ���� � ��#����� @��� ������������ �
������ ��� �"�������� ���� � �������� ��	 ��� �� ������	 ������ ���� �������#�
�� ��� ������ ���� ����� �� �	����� � ��� ������� 	���������� � 6��

��� ��� �������� �������$ ��$������ ��� �����	 4��#" ����� 4��� A���
����	� &4A4A'� �� �� ��	 � ���$� ������ � ������� ��� � ���������� 	������
������ ��� ����������� ������� ���� ��� ������	 � ��� ��������	 ���	� "��������
���	 �� �������	 ���� ������ �"���$��� 9������������ ��� ������������� � ����
����$ ����	� �� ��"���� ������� ��� ���� �� � �� � ����#� �������� 	�� � ���
��������� ��$� ������ � ��#���� ��	 ��� ��������� � ��� 	������������

3������� ��"����� �� � ������������ ������ ����� 
��� ����� �� ��� �	�����$
� ��� ����������� ������ ��	 ��� ��#���� ���� ������� ��������� � ��� ������
������������� � ��� �	���� ����� �	��� �$����� ���� ��� ������������ 
� ���
����������� � ��� ��#���� ����� ��� ������������� *������� ���� ����������� ��
$�"�� �� ��� ��� � ��� ��������� ������������ ����� �� ���� ���.��� � ����������
�� �������� ����$ 4A4A �������$� �� �� � ������� ��������� ���� ��� �	�����$
� ��� ����������� ������ ��	 ��� �	�����$ � ��� ��#���� ��� ������	 ��
��	������� ��������� ���� �� �� ������� ��� ���� ���� ��$�����%���� ����	� ��
����� � ����$� �� ����������� ������$ ��� ����$� ��� �������� �	�� �� ��#�����

2�$�����%���� ����	� ��	 3������� ��"����� ������� ��� 	�1���� � ������ �

�+�� ����� �������� ����	�� 
	����� ��� ���������� ����	�� 
	����� ���� *��� ���� ����,
����!��*�� � ������ ����& +�� ������ 	
 ��!����'��	� ���	�� ���� ����� ��	 ���	��� ���
����������� ���	� ����*��	� � ���	 ��
����� �	 �� ��������� �����	�& +�� ������� ���	�� ��
�	������ *���� 	� ��� ���� ����������	� ��� ��	*��� 
	������	� 	
 ������ ��	*���� �� ���
���������� ��!����'��	� ���	��& -� ���������� �	 �)���� �	�����! 	
 ��� ����	��� � �������
������ 	��&



�������� ����	�� 
��� �	�����	 0

���� ���� ����� ��� 3������� �	�����$ �� ����� ��"������� ��� �������"� ��	 ����
������� ��������� ���� �� �� ���	 ���� ��$�����%���� ����	�� *����������
����� ��$�����%���� ����	� ���� � ��"�	��$ � ���$�� &�����������' ������ ������
� ��� ������� ��� ��� �� 3������� ��"����� �� � ��"�	� ���� ��������� ��������
���� ���������� ���������� � ����������� ��	 ������� ������������ ��� 3�������
������� ��"������� ����� �� ��$��
������ ��� �������� �	�����$ � ��� "�����
������ ��	 ���� ������������� ���� ��� 	������������ ���������� *���������� ��
��� 	������������ &��$�����%����' �������# �� �� ��������� ��������� � ������
�������� ���� �� ���� �� ��� ���������� �
 ����	� ������������ � ��� ������ �

��� ��� ����� �	���� ��� κmax�� �� ����������� ���� �� ��� ���������� ��� ���
��	������� �������� �� �� ���� ���  ��	������ ���� ������� �������

�� $������� ��� 3������� �������# ����� �� �������$ 	��� ��� 	�>�����
�	������� �� � ���$�� ��������� �� � �����$�������	� ������ �������� ��	����
������� *� �������� ��� ��� ������� ������ �� � �������� ��� ��������� �����
$����� ������� ��	����"��� ����	 � � ����������� ������$� )�� �������� 	���
�� ������� �������	 ����� ��� ���	 � �������� ��� �����
� ����� ��� ��"�������
������� ���	 �� � �������� � ���� �������� �� ��� �����
� ���� 
���� ��	 ���
���� �������� �� ��� �	�� ���	 �� ��� ��������� � ��� ������� ��	����"���� ��
��� 3������� �������� ��� ����� 	��� ��	 ��� ������	 ������������� ��� �� ����	�
	�	 �� � ���$�� ���������� ��� ��������$ ��������� �� ��� ������� ��	����"���
��� �� ��$��
������ ������ ���� ��� ���	������ ������� ����� ������� ������
��������������� ����� ������� ������������

/��������� ��� ������� ����������� ��� ��� ��	 ���� ��� ����� "��� ���$�� 3��
���� &���$� �����������' �� �� �������� ����� � ��������� �� ������ ��	 ��	������
���� ��� ������� 	��� 	�� �� ���� �� � 	��� �1�����"� ���������� @$����
��$�����%���� ����	� 	 �� ��"�	� �� ���� ������������� ������$��� ���� � ������
��� ����������� � ��� ��������

��� �
������� ��� ���
��

��� ���� � � B����	C �� ���	 ������ ����� �� ��� ���������� �� $������� �� ����
����� �� ������� ���� � &���������' B����	C �� �������$ ���� ����	 �� �>���
��� 
��� ������ �� �� �� ������ �� ��� �������
� ���������� � ��� ���	���
�� ����� �� ������%���� ����	� ��� ������	 �� ��� ������%���� � � 
��	
��������� � ���� ��� 	�>����� ��������������� � ��� ������%��� ��� ��������	 �
�� ������	 � ��� ������%���� ��$������ +� ������ �� ��� ������%��� 	�>�� ���
���� ����� �� ����� �� � ��� �� ������%���� ��$������ ��� �� ��"��$�	 � ���
&$����' �������� ��� ��������� ���� ���������� B��� �	��C ��	 ��� ������%����
��$������ ��� B����	�C�

!� 
�	 �� � ������� ��������� � 	�����$���� �	��� ��� ����	�� *����
������� �� ��� 3������� �������# ���� �� ������� �����$�������	� *� �������� ���
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�����	 ������� ��� ���� ��	���	 �� ������� 	�>�������� �������� ��	 ��� ������	
�����������	��� "���� �������� ����� ��� 	�>����� ��������� � ���������� ���
������$ ��� ��� ��#���� � ��� ������������� ���� �� 
���� 	�>������ ��	 
����
������� ����	�� !��� ����� ��� ���������	 �������� ��� ���	������ ����	 ��
����������� ��� ����� +� ��� �������� �� ��� ���	��� ��	����� ��� �	����	�
��� ��"� � �����	 �>��� � ��� ���	�������

� ��#� ��� ���� �������� ���� �����������$ � 4��������������$� �������$
��$������ �� ��� � ����� "�� ��� ������ 	������������ ��� ����� � ������
	���������� ������ ��� �� ����� � ��� ��������� ��	 ������� � �����
�	 ���������
��� ����� ���� ���"��� ��"� � ��$��
���� �>��� � ��� ��"��$���� ���� � ���
��$������

�� ��� � ��� �	��� �� ����������� ��� ������� �	�� ��� ��� �� ����� �� ���
������� �	�� �� ����������� �� �� � � �"��� � �����# � ��� ��������� ��	 "���
"����� �� ��� �	��� ��� �������� ��� ��� �������� � ���� ����������� ���������
�� ���1������ � ��������� ��� �� ��	�� @����$� �� ��$�� ������ �� �������� � �
���������� ������������ �� ��� ������� ��� 	����������� ��������� ��� �� �� ����������
� 	����� ����� @��� �� ��� ��� ����� � ������� ��	 ���������� ���������$������
�����$� ��� ����� �� ��� ������ ���

��� ������� 	�
���� �� ��� �������� �
��� �

!��� ��#�� ��"���� ������� � ������� ����� � ������� �� 3������� ���������D
����� ��� � ��� ������	 �������

�� ���� ������ ��� 	������� � � �������� ������������� � ��� ��#���� �� ��$�
��
������ ���$�� ���� ��� ������ � ������������� ����� �� �������� � �������
��#����	 �������� �� ��������� � ������� E"�� �� ����� �� ����� ��� ������
� ��#���� ���	 �� ��$��
������ ������� ���� ��� ������ � ������������� ���
��������� � ��� �����	 ������ �� ���� ���� ������� ��#����	 ��������� ���	
����� �� ��������� @�� ������� ����$ � �������%�	 � ��$�����%�	 ��#����	 ����	
�������� ��� ������� ���� ��� ������	 � 	������������ ��$�����%���� ����	��

�� �		���� � ��� ������������ ��� "�������� � ��� ����"���� &��#����	' �	��
��� ����� ��"������� ���� ������� ���� ��� "�������� � ��� �	��� �� ��� ���
#���� &�����'� ��� ������� 	������ �� ���� ��������� ����� ��	� �� �		�����
��� �� � �������� ������	� A���������$ �������� �� ���� 	����������� �� ��$����
������� ��� ����#� ���� �� ��� ��$���� 	������������

!��� 	�����$ ���� �������� 	���� �� �� ����� ���� ��� ����������� �����	
�	���� ����� ��� ��� ������� ���� � ��� ��#����	 �	���� ��� ���������� ��
����� ���� ���� �$����� ���� ��� ������� ��������� � ��� ��#����	 	������ ���
���	 � ��
������ ������� �	���� ���� ��� ��� ������ ��#��� ��� ��"� �����������
%�� ���������� ���� ������� � ��� ������� 	����������� !��� ��"���� ��������
���� ��� ������ ������ ���� �	�� ������������� ��� ��	����������	� � ����� ������
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���� �� ���� �	����	� ����� ���� ��"���� �������� ��� ��������� �������� � ���
������ ����������� ������ �� � ��������� �������� ���#� ���� ���# ��� ���"���
���� ��$�����	� F��� ����� ��� ����	��	 � ��� ����� � �� ��	����	��� �	�����
����� 	���������	 5������� ���� �	�� �� �	���	� �"�� ���$� �� ��� ���� ������
����������� � ��� ������ ���� �������

!��� ��#�� �� ��� ������ ������ �� �������"� 3������� �������� � �� ��"����
������ ��� ��� ���	� ���� ������	 ��� ����� ��� ���"��� �� �������"� ����������
� ����������� ��"���� ������� ��� ��� 3������� ���������"�� ���� ��� ����� � ���
��� ����$ 	���������	 "�� � ������ � 
��	��

��! "�����#���
� 
� ��� 	�	��

��� ���� � ��� ����� �� �$���%�	 �� ������ �� (�����  � �� 	������ ��� ������
���
��� � ��"���� ���� ��	����� ������� ��� ��� "������� � 3������� ����������
�� (����� ,� �� 	������ ��� ������ �������� � ��"���� ���� �������� �������
���� ��� ������ � ���"��� ��� ���	��� � "������ ����	 ����� ������� ���������
��	 ����	��	 ��$�����%���� ���������� �� (����� -� �� $�"� � ����� ��"��� � ���
�������� ��	 ����� ����� � 3������� ����������� �	�� ����	��$� ��	 �������
���������� �� (����� 0� �� 	������ 4A4A ����	� ��	 ��������� �� $������� ��
(������ 6 ��	 7� �� ����� ��� ��#����	 ��	 ���� �	���� ��������"���� ���� ���
��� ���� ���� ��"���� �������� �� (����� =� �� 	������ ������� ������ ��	
����� � ������������� ��	 ������������ ��	 �� � ����� ������ �� (����� :� ��
	������ ����������� ��"���� �������� ����� ��� ������� �� ����� ��� ��#����
��� �����"�����$ ��	 ���� ��� �� �	����	 ���� ��������� �"����� �	���� ��
(����� �;� �� 	������ ����������� ������ ���� �� �	�� ��	������ ��"���� ������
��	 ����������� �	��� �� ��� �����	 ������� ��"���� �� (����� ��� �� 	���
���� ����G� ������������ ����� ���� �� �	�� �������� ��	 ������� ���� "�������
	��������� �� (����� � � �� $�"� � ����� ��"��� � �������$ ����������� ��"�����
�������� � ��"���� ���� �������� �������� �� (����� �,� �� 	��� ����������

� ����
�	��
�� �� 
������ ���� �������� �������

��"���� ���� �������� ������� ��� ����	���	 �� ���� ��������� ����� � 7�  =�  :�
,;� -�� !� ���� ��� ������
����� ���	 �� H%�I�# ��	 +����	� �-� �� ����	��
������� �� ��"���� ���� ����������� ����������� ��	 �������� ����	��$ � �����
�	� �� 	������ �� ���� ��������� ��� 	������� � ���� ������ � ��$�� � ����� Ω
�� 	�������	 �� ����� � ��� ����������� T (t, �r) �� �r ∈ Ω ��	 t �� ��� ���� �����"��
S� !� ���� ����	�� ����� �� ����� Ω �� � 
��	 ��$�� �� ���  �� � ,�	����������

�(� �	��� �	������ ���� � � ����!��
	����� �	 �)���� ��� 
	������ �� !�� �	 ����� ��!	��
���� ���� ��� ���&



�������� ����	�� 
��� �	�����	 =

��	 ��� ���� �����"�� S = {t : 0 < t < t�} ���������� ����� ����� ��� ������� �����
�� t = 0 �� � ���� t� ���� �� ��� ��#� � �� ��
�����

!� 
��� 	������ ��� �����	 ��	 ��"���� ������� �� ��"���� ���� ��	�����
�� ��� 	������ ��	 ���� ����G� 	������ ��"���� ���� ��"����� ��	 ��	����� ��
����������

��� $
����� 	�
��� �
� ���� �
��%���
�

*� ������� �� ���� ��	������ ���� G� ������ ��� ��	��� �� ����������%�	 ��
��� ����	� ������������ κ (�r) ��	 ��� ��� ������ c (�r) = ρcp ����� ρ �� ��� 	������
� ��� ��	��� ��	 cp �� ��� �����
� �����

�� � ������ $������ ��������� � ���� ��	������ ��� ����������� T (t, �r) ��
$"����	 �� ��� ������� ���	��� "���� ������ &�3F8'

c
∂T

∂t
−∇ · (κ∇T ) = q (t, �r) �r ∈ Ω, t > 0, &��'

k
∂T

∂n
= q�(t, �r) �r ∈ ∂Ω�, t > 0, &��'

T = T� (t, �r) �r ∈ ∂Ω�, t > 0, &��'

T = T0 (�r) �r ∈ Ω, t = 0. &�	'

����� �������� �	�� ��� �������� ����� � ��	��� �������$ ��$�� Ω �� ���������
�� ����������� T0 (�r)� ��	 �� ������������ ���.��� � ���� ������ �� ��� ������� ����
���� ���� 	������ q (t, �r)� ������ � ���� G�� q�(t, �r) � ���� � ��� ������� 	����	
∂Ω�� ����� ��� ������	�� � ��� ���	��� 	����	 ∂Ω� �� ���	 �� �����������
T� (t, �r)� ��� /������ ��	���� &��' �� ���� ������� �� � ��"����"� ��	����� ��
	�������	 �� (�����  �-�

!� ����� ��� ���� ��	����� ������ ��

L = c
∂

∂t
−∇ · (κ∇)

� ���� ��� ������� ���� �� ������� ������	.��� ��	 �����"� 	�
����� ����� κ (�r) >
0 �,��� !��� κ 	�� �� 	����	 � T � � ��� �� ������	 � �� � ������� "�� ���
����������� ���$�� ��� ������ �� &�' �� � ����� ���	��� "���� ������ ��	 ���
������ �� ����������� � ������ �� ������ ���������� � ��������� ����	�� !���
κ 	�� 	����	 � T � ��� ������ �� &�' �� ��������� ��������$ �������� ������
����	��

!��� ��� ������������� ��1������ c ��	 κ ��� #���� �� ��� ��� ����� �����
q� q�� T�� ��	 T0� &��	 ��� $������'� ��� ������ �� &�' 	�
��� � ��������� ��������
���	��� "���� ������ ���� �������� 	��������� ��� ����������� T (t, �r) �� ���
����� �r �� Ω� ��	 �� ��� ����� t > 0�



�������� ����	�� 
��� �	�����	 :

�� ����� ����� ��� 
���� ����	 � ���� ����$���� �� ��������� ��� ���������
���� ��	����� �������

c

(
∂T

∂t
+ τ�

∂2T

∂t2

)
−∇ · (k∇T ) = q (t, �r) + τ�

∂q (t, �r)

∂t
& '

�� ���	 �� ����� � &��' �, � ,,�� ���� τ� �� � ��������� ���� &� ����� ��$ �� ����
G��'� $�"��$ � ������� ��"� ����	 �

√
κ/cτ��

����� � 
������� ��������! !��� ��� ��1������ c ��	 κ �� ������ &�' 	 ��
	����	 � ��� ����������� T � � ����� ������ ��� �� ������� �� ����� � ���
5����<� �������� ������$ � ����� ��	������	��$ � ��� ������ � ��� �����	 ��	
��"���� �������� *� � $������ ����$����� ��	���� ��� 5����<� ������� �� ��
�"������� �� ����	 ���� ��	 ���� �� ������	 ������������ !� ���� ���"��� �� �
������ ���� ��� ���� ��������� �� � ��������� ��"���� ���� ��	����� ������� ��
�1����� ����������� ������ �� 3������� ��"����� ��� ���� 	�"����	 ���� �����
���� ��������� ����������� �"������	 5����<� �������� �,-�� ����� �� ��$���������
�������� ��� ������	 �� �,0��

��� 5����<� ������� �� ��� ���	����"���� ������ �� ������ &�' �� ��� ������
������ � ��� ��������� ������� Lg(t, �r|τ, �ξ ) = δ(�r − �ξ )δ (t − τ)� �� (t, �r) ��	
(�ξ, τ ) ∈ Ω × S� ���� �����
�� ��� ��$������ ��� � ��� ���	��� ��	������
���� ��� ���� q� = 0� T� = 0� ��	 T0 = 0� �� ��� t� ���� ������� $�"�� ���
����������� �� ��� 
��	 ���� (t, �r) ���� ����� �� � ���� ���� ����� �����%�	 ��
����� ��	 ���� �� ��� ����� ���� (τ, �ξ )� ���� � ���� ������ � ����� �� �����
���� ���� ������� �� ������� ���� Lg(t, �r|τ, �ξ ) = 0 �� t < τ �,��� (������ � ���
������ &�' ��� ���� �� ������� ��

T (t, �r) =

∫
Ω×S

q
(
τ, �ξ
)

g
(
t, �r|τ, �ξ

)
dτd�ξ

+

∫
∂Ω�×S

q�

(
τ, �ξ
)

g
(
t, �r|τ, �ξ

)
ds (ξ) dτ

−
∫

∂Ω�×S

T�

(
τ, �ξ
)

κ (ξ)
∂g
(
t, �r|τ, �ξ

)
∂n (ξ)

ds (ξ)dτ

+

∫
Ω

c (ξ)T0 (ξ) g (t, �r|ξ, 0)dξ

�� (t, �r) �� ��� ��$�� Ω × S�
(���� ��� 5����<� ������� 	����	� � ��� ������������� ��������� c ��	 κ

&��	 ��� $������ � ��� ��	���'� ��� �� � ��� ���� ������ �� &�'� �� ���

�+�� ��� 	
 ����������� ��
��� �	 ��� *	������ �	���	�� *��! '��	& -� � �	� �	 *� �	�
����
��� � ����������� ����	�� ���� � 	�� ���� ��� ��	������ ���� �	 �	� ���� ��� �	���	�&



�������� ����	�� 
��� �	�����	 �;

���� ��� ����������� T � ��	 ����� ��� �����	 ���� �� � ����� ������� � ���
���� ������� ���"��� ��� 5����<� ������� 	����	� ���������� � c ��	 κ� ��	
����� ��� ����������� T ��� �� $������� � �������� ������� � ���� �������������
����������

!��� κ ��	 c ��� ������� ��� ������ ���������� ���	������� ������ �� n �����
	�������� ���� �����
�� Lg(t, �r|τ, �ξ ) = δ(�r − �ξ )δ (t − τ) ���� ��$����� �������
��	������ ��� ��� ������ ��� �,�� "��  � �� 6;�

g
(
t, �r|τ, �ξ

)
=

1

c (4πα (t − τ))n/2
exp

{
− ‖r − ξ‖2

4α (t − τ)

}
&,'

�� t > τ � ����� α = κ/c �� ��� ������� 	�>���"���� !� ���� ��� ���� ���	�������
������ ����� �� (����� ,�

��� ������� 	�
���� �� ���� �
��%���
�

��"���� ���� ��	����� ������� ���� ���� ��� ����������� T �� �������	 �� ��
� ��"���� �������� ��	 ��� ��� �� � �������� ��� � ���� � ��� ��$������ �� ���
�����	 ���� ��� ������ � ��� ��"���� ���� ��	����� ������� �� � 	��������
����� ������������� ���������� ����� �� ����� ����� ��������� ��� ������	 #����
!� ���� �������� ��� ��"���� ������ ����	��$ � ����� ���������� ��� ��#����
����� ��� ������� �������	 � �� ��� ���	�� �������� �� ��� ��$�������$ �����������
� ��	����� �� �����������

!� 	���� �� dk ��� �������	 ����������� �� ��� ������ ��	 ���� (�rk, tk)
�� k = 1, 2, . . . , M ���� ����� ��� M ������������ �� ���� ������� ������������
������ ��� ���� ��� ����������� �� �������	 �� Mr ������� �r1, �r2, . . . , �rMr �� ����
� ��� Mt ����� t1, t2, . . . , tMt �� ����� ���� � ������ ���������� � ������������
�� k = n+Mr (m − 1)+1� ���� dk� �� k = 1, 2, . . . , M = MrMt� �� ��� �����������
�������	 �� ������ ��	 ���� (tm, �rn)� ����� �� ��"� ��	� ��� ����� ���������
���� ������������ ��� ��	� �������������� � ���$�� #��� ����� 8�������� ������
��� � 
���� ��%� ��	 ��"� � 
���� ���� �������� ���	��$ � ����������� �� ��� �����
������ � ������������� 4���	� �� 	�����$ ���� ����� �		������ �������������
��� 	�������	 �� (����� =� ��	 �� �,6� ,7��

*� ����������� �������� ��� �����	 ��� �� ��� �����	 ������ �������
��$ � ��� ������ � ��� �3F8 &�' ��	 ��� ����"���� ������ ���� ��� �� �� ������
�� � ��.����� � ��� ����������� 
��	 T (t, �r) �→ {T (t1, �r1) , T (t2, �r2) , . . . , T (tM , �rM)}
�� ��� 
���� ��� � �������������

"���	� ������������! �� ��� ��"���� ������ �� ����	� ������������� ��� �����
��� k �� ��#���� ����� ��� ���� ���������� ��������$ �� ��1������ �� �3F8 &�'
��� #���� @ ������� ������������ ����� �� ����"���"� ����������� �� � �����
#��� ���� G���� � ��� ������ ������� � ��� ��	���� ���� q� �� ���������	 ��	



�������� ����	�� 
��� �	�����	 ��

∂Ω� = ∂Ω� ���� #��� ������� ������������ ��"� � �������� ���� ������ � q = 0�
��	 ������� ��� ��������$ ����������� �� ��"���� ������� � ��� ��������

�� ���� ������ �� ������ ����	�� ��� ���� �� ����� k 	�� �� 	����	 � ����
��������� ����� ���� ���"��� ���� ��������� ��	 ����������� ��$���� ����� ���
������ &�' ��	� ����� k 	����	� ����������� � ��� 	����	��� "������� T � ��� ��
������� �,=��

"���	� ������! �� ������� ����� ��� ��������� ���� τ� �� ������������ ����
�� ��� ����	 ������$ 	�� � ����� ������ �,:�� ���� G� �� �	����	 �� & '�

#����� ��	������� ������������! E�������� � ��� ������ ��������� �� ���������
��	� ��� ������������ � ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���� t0 >
0� ���� ����� ��� � ���� ���� ������� �� ��� ������ &�'� T0 �� ��� �������
��#��� ����� q� q�� ��	 T� ��� ��� 
��	 �� %��� ���� �� �������� �����	 B�������
�������$�C� �� ������� �� �,�� ��	 �� �� ������� � �� ��������� �������	 ������
���� ��$��"����� � ��� �����	 ������ 	������$ �� exp(−k2)�

$�� �������! ��� ��"���� ������ �� ������ �������� ��������� �� $������� ������
������$ ������������ � ����������� �� ����� � �������� ���� ������ q (t, �r) ����
"��� �� ����� ��	 ����� @ ������� ������ ����� �� ����� ��� ��	��� ��� � #���
������� ����������� ��	 ��� �������� ���� ����� �� � �� 	��������	 �� ���� t > 0
����$ ������������ � ����������� �� ������� � ��� ���	��� � ��� ��	����

%��������� � �����
���! J���������$ ��� ������� ��	������� �� ������ ���
�������� ������ ������ �������� ��"��$ �� ��"���� ������ �� ��� "���� � ��	�������
	����	� � ���� ��������� ���� �� ������� ��$����� ��	 ������ ��������� �-;� ��	
�� ���	� #��� � ������ A����� ��	������� ��"���� ������� ��� ����� �� ������
���� ���� ��"� 
��	 ���	������ �����"�����$ 
��	 ���	����� ���� �� ����� ����
����� �� � ������� ��#� ������ ��	 �������� �-� E������� ,�7���-��� � ���� �"��$
���	����� ���� �� ��� ��������� ������� 	�>����� ������ �� ��	���� �� ��� ������
���� ��� ���	��� �� 	�
��	 ���������� �� ��� ����������� ������� ����������� ��	
������ ��	 �������� �������� �� �������� ����������� ����	 �� ��� ��"��$ ���
������ �� &�'�

"�������� ���������! @ ������� ��������� ������ ������ �� ��������� �����
��������� ������ � ��� ������ �� &�' ������������ ���������$ ��� �����������
	����� ������� �������$ ���	����� ���� �� ��#��� ����������� ������� ����
�������� ��	 ���� G��� !� 	������ ��#��� ���	��� ��	����� �� (����� 7�,�

��� $
����� ��� ������� 	�
���� �� ���� �
������
�

���� ��"����� ����� ���� ���� � ��� ��	��� ������ ���	� � �������� � �����
���� ��� �������� 	���"���"� �� �������	� ��	 ��� �������

c

(
∂T

∂t
+ u (�r) · ∇T

)
−∇ · (k∇T ) = q (t, �r) �r ∈ Ω, t > 0 &-'



�������� ����	�� 
��� �	�����	 � 

��	� �� ����� � &��'� ����� ��� "������ � ��� ��	��� �� 	����	 u (�r)� �� 
���
���������� �������� ��� ���� �� �����	 ��������� �� ������� �>���� ��	 � u (�r)
�� ��#��� � ������ ���	��$ � � ������ � �����	 8JE<�� �� ����� ��� ����
8JE 	�������� ��� G� ��	 ��� � 	��"��$ ���� ���� 	����	� � ������������ ��

����� ���������� �������� ��� G� �� ���������� $�������	 ��	 ��� "������ 
��	
u (�r) ��� �� #��� � ������ � ��� �� 	��������	 ��	����	����� � ������� �>�����
���� ��� ��"���� ���� �������� ������� ��"� ��� ���� ����� ��������� �� ���� ��
��"���� ���� ��	������ ���� ��� ��� ��"���� ����� ������� ���	 � ������ ��"����
������� ����� ��"���� ������� �� ������������� ��������� � ���	��� ������
��� ���������

��� $
����� ��� ������� 	�
���� �� ���� �������
�

*� ����� ���������� ���� ��	����� �� � ������� �������� ��	 ��� �� ������	 ��
� ���	��� ��	����� ���� ���� �������� ������ ��� ��	��� $"����	 �� ��� ����
��	����� � ��"����� �������� �� (������  �� ��	  �,� 2�	����"� ���� ��������
�� � ������� �� ��������� @ ���� �������%�	 ������� ��	����� ��	���� �� $�"��
�� ��������$ ��� G�� ���	��� ��	���� &��' ���� ��� /���� ��	����

k
∂T

∂n
= β(T − TAmb) �r ∈ ∂Ω�, t > 0. &0'

���� ��� ���������� � ��"����"� ���	��� ��	�����
2�	����� �� ����������� ��������� �� � ���# ���������$ ��������� ���� ��

����	� ��� ���� � ���� ������ (�� �-� �� ������� 	�������

��� &%������ ���
��

!���� ����� ��� � ��� �	����%�	 ������� �� ��"���� ���� �������� �� ����� ����
����� ������ � ��� �����	 ��� �� ������� &�� $�"� �� ������� �� (����� ,'� ��
��� ��������� ������ �������� ��������� � 	��� �������� ������� �"������� � �
	�������%�	 "����� � �������� &�'�

"�	������������� ������	�! J�������%���� � ��� ����� 	���"���"�� ��� ���
���� ���� ��� 
���� ������� ����	 &*E4'� ��� 
���� 	�>������ ����	 &*J4' �- ��
� ��� ���	��� ������� ����	 &3E4'�

��� 3E4 ���� � 	������� ��� � ��� ���	��� ����$��� �������� �-,� --� -0�
���� ������� 
��	� ������ ��$��� � ������� ������� ��������� �� ����� � "�����
�� ��� ���	��� � ��� ��$��� ����� 3E4 �� ���������� � ������� ����� ���
������������� ��������� ��� ��������� ������� �� ����	������ ��	 ��� ���� ���	
�������"��� �� ��� �-,� -6�� ��� 3E4 	�������%���� ������� �� � ������ ���� ���
��� (

K +
1

2
I

)
T = Hq &6'



�������� ����	�� 
��� �	�����	 �,

����� T �� � "���� � J�������� "������ q �� ��� "���� � /������ "������ ��	 ���
�������� K ��	 H ��� 	����� ������������� ��	 � ��%� Nb ×Nb ���� ��� ��������
��	 �������� ���	����� ��� ���������	 ��� Nb ���	��� �������� �� �����

�� *E4 	�������%���� � �������� &�'� ��� ��$�� Ω �� ������� 	�������%�	 �� ���
���� � �����$���� ��������� ���� ���� ������� ������������� ���������� ���� ���
����������� ����������	 ������� �	�� �� ��������� ������ �������� �-7� -=� ,6��
$�"��$ ��� ��������

T (�r, t) =

N∑
�=1

T�(t)ϕ�(�r). &7'

��� *E4 	�������%���� � ��������� ������� ������� �� � ������ ������ � �� ��"�	
� ��� ���

KT = f &='

����� T �� � "���� � �	�� "������ "�� ��� ���� ����� ��	 f �� � �����$ "����
��	 K �� ��� ���>���� ������ �	�
�	 �� ��� J�������� ��	����� �������	��$
� ���%�� ���� ������� /������ ��� ������ K �� ���������� ������� ��	 � ��%�
Ne × Ne ���� ����� ��� Ne �	�� �� ��� �����

"�	� ��������� ������	�! �����	����	��� ������� ��� ���� ��"�	 ����$ �����
	�������%����� � ��� K����	 � �����<� �� ����� *J4� *E4� � 3E4 �� ���	 �
	�������%� ��� ����� ���� � ��� �3F8 &�'� � �� � ����� � �����	 ������ �
�	����� 	�>�������� �������� &+JE�' ����� �� ���� ��"�	 ����$ �� +JE ��"���
��������� � ��$� �	�� �������� 2��$��L���� &2L' ����	 � ������� ����	 �-=��
E"����� �������� ��� $�"�� �� (����� :��� ��� ��������� A���#�/����� ����	
�� �����	����	��� ���� �������� �� �� �������� ����$ � �������� ������ � *J4
� *E4 �����	 �� ����<� �������� 2L ����	 �-7� -:�� *E4 ����	� ��� ��� ��
���	 �� ��� ����� ��	 ���� ����� �-7� -=�� 4�� �1����� ��������� ����	� ���
����� �	����"� ����	� ���� ������ �� ��� ����� ��	 ���� 	��������� �� �������
����� ���� �0;�� *��� �������� ����	� &*44' �����������$ ��"�����
#������ $�"� ��� � ��� ������� 3E4 ����	 ����	� �0���

*� ��� ����� ��	 ��������� ��������� � 
���� ������� ����	� ��	 ����	�
�� �	����� 	�>�������� ��������� ��� �0 � -=� 0,� -:��

� ���
���
�� �������

�� ���� ������� �� $�"� �� �������� ���� 	��������� ��� � ��� ������� ����
��� ���� ���� ����� ������� � ��$�����%�	 ����� ������� ���������� ��� ��������
��� ����� � ���� ������ �������� ������� � ���� ��� ������� ��� �� ��������	
�� ��������� ������� !� ��� ����G� ������ ���� ������� ���� ���	 �� $�"��
�� 3������� ����	�� +�� ��� �� ���� ��� ���	������� ������� ���� ��� �����



�������� ����	�� 
��� �	�����	 �-

������� ������� �� ����� ������ �������� ���� ���"��� ���	��� � ������ 3�������
����	��

*� ��������� ��"���� �������� ����� ������� ��������� ��>�� ��� ���������
���� ����� �� � ���������� >��� �� ��������	 "����� ��������$ ��� ����� � ����
����	 ������������� � ���� ����������� �������������� (�������� ���� ��� ��
	�������	 �� � ������ ��� �� �����? )�� x �� � &������' ���	� "������� ��� ���
	���������� ���� ���� E (x) = μ ��	 "������� σ2� ����� E(y) = E (x2) = μ2 + σ2�
���� ��� �� ��� �������� � ���� � "������� x� ��� ���� � ��� ������ ������ ���
������ � ��� ���� ���� ��� ������ �
 ��� ������ �� � �������� ����� �� ��"�
�������	 x ���.��� � ����� ��	 ��� ������ �� � �������� ��� ���	� "�������
y = x2� ������ ��������� � y �� �������$ �� �������� �� x ���� ���	 � � ����������
>��� �� ��� �������� � y� ��� ��$$�� ��� ����� ��� ��$$�� ��� >���� (��������
���� �� � "��� ���� �>��� ����� �� �������� �� �� � ��� ���������� ���� �����
��
� � �� ��	� �� "������ ���#���� ������� ���������$ � 	��������$ �0-�� ���

��� ������� 	���������� ��������� ���� �� ����� ������� ����������

��� ������� � ��������� 	����	����	��� � ������� "������� �� � 	������� �	�
"����$� � � 3������� ������� � ��"���� �������� �� �������� ����	� ���� ��
����� ������� ��� .����
�	 � ��� ����� � ��� "������� � ��� ����	���� 	�
��	 ��
��� �"���$� "������� "�� ��� ������� ������������� M��� �� ���� ��������� ��"����
������� ��� "������� � ��� �������� ��� ������ � 	 ���� ��� ����������� �� ���
�������� ��������	 ��� ��� ������ 	��� ���� ��� ����	 ������� 	���������� ���
����� �� � "��� ������ ������$� ����� ��� �����	 ��� �� ��� �	������ ������� ����
������ ����������� ������

��� '�������� ���� ��	����� ��
 �	%����� �������

A���	�� ��� ������ � 	���������$ ��� ���� �������� c �� � ,�	��������� ��
�$����� ��	��� � ���$� ������ �� ����� ��� ������� ��	����"��� κ �� #����
������� ��� ������������ � ��������� ���� G�� (���� ���� �������� �>���� ���
���� 	���"���"� �� ��� ���� ��	����� �������� �� �� ���� �������	 ����$ ���������
������$� !� ����	�� ��� �	����%�	 ������ ����� �� ��
���� ��	��� �� ���.��� �
���� �������"� ������$ �� r = 0 ��	 ���� t = 0� ��	 ��� ����������� �� ��� ����
� ������$ �� ������������ �������	� *� ���� ������ ��� �����	 ��� �� �"�������
������������ ����� ��� ������ ���	������� ������ �� ������� &,' �� ��� 5����<�
������� �� ���� ������� �� ���������� ��� ��������� ����������� �� ���� t ��

T (t) =
c1/2

(4πkt)3/2
. &:'

A���	�� ��� ���� �� ����� ��� ������������ di ��� ��	� �� ����� t = it	� i =
1, 2, . . .M � ��	 ��� ���.��� � �		���"� ���� ���� %�� ���� ��	 "������� σ2
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��� ����� ������� �������� � c ��

ĉ = arg min
c

M∑
i=1

(
di − b

√
c

i3/2

)2

����� b = (4πκt	)
−3/2� ��� ����� �������� ��� ��"���� �� ���� ����� ��	 $�"�

ĉ =

[∑M
i=1 di/i

3/2

b
∑M

i=1 1/i3

]2

= w2.

��� ���� �� ��� ������ ����#���� 	����	 �� w� �� � ���$���	 ��� � ���	� "��������

��	 ����� w �� � ���	� "������� ���� ����
√

c ��	 "������� σ2

/
(
b2
∑M

i=1 1/i3
)
→

σ2
�/ (b2ζ (3)) �� M → ∞� ���� ζ (3) ≈ 1. 202 1 �� ��� 2������ %��� �������

�"������	 �� 3 �00� A������  ,�� 9���$ ��� ������ ����	 ��"�� �� � ���$� &���

����' ������ � ������������� ��� ����� ������� �������� � c ��� �������	 "����
ĉ = c + σ2


/ (1.2021 × b2)� ���� ��� �� ��� �������� � ����������� ���� ��� �����
������� �������� �� �������������� �����	 �� ��� M � /�� ���� ��	����$ ��� ��������
���� ���� ������� �� ������� ����� ������� ���������$ ��� ������ � ������������
�� ���������$ M �������� ��������� ��� �����

�� ���� ���� ��� ���� ��� �� ������ ���"�	� �� ����������$ σ2

/ (1.2021 × b2)�

��� ������ �� � ������ ��������� ��"��$ ��� ���� "������� ��� ���� ����� ��	 ��
���������� �� ��� ����� ������� ��������� 9������������ ��� �"��� ���������
���� ���� 
� � 	��� �� �� ��� ���� �� ���� 
� � ����������� �� �� ������
����"�	 �� ��� ��"���� ������� �����������

�� ��� ��"���� �������� �� ��� �� ���� � 	�������� ��� ���� �������������
��#��$ ��� ����� ������� �������� ��� �����	 ��	 	�1���� � 
�� ��� ����������
� ��$�����%���� �������� �����	� ���� ������� *� �������� �� ���� �������
��� ��#��" ��$�����%�	 �������� ��� �� ���������	 ������������� ��	 ��� ���� ����
�� 	����	��� � ��� ������� "���� � c� ���"��$ �� �������� ������ � ���"� �����

�� �� ���������"� � ��� ���� ��� �������� w �� �� �������	 �������� ��
√

c� �����
��� 	��� �� � ������ ������� �

√
c� ����� ��� ����� ������� �������� �

√
c ��#�� �

$	 ��������� ��� ��� ������ �� �� � $	 �������� � c� ���� ���������� ����	�����
����"�� �� �� ������� � �� ��� ��$���� � ���	� "�������� ���� ����������� ��
����� 	�>����� � ��� ��$���� � 	������������ "��������� ��� �06�� *� ���� �����
�� �� ��������� � ����# ��� ������������ � ������� "����� ���� � "������� ��� ��#��
�� .��� ��� ���$�� K����< ���������� 4���������$ ��	 �������%��$ 	����������� "��
"�������� �� � ������� ������� � ��� 3������� ��������

@����������$ ��� �������# �� (����� -� �� ����G� 	������� �� � 3�������
������� ���	 ��"� ���� �������� ��� ��#����	 ������� ������� ��� �����	
��� �� &:' ��	 ��� 	���������� "�� ����������� ����� � ����� @� �� ������� ��
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��"���� �������� ��� ���$� � ��� �����	 ��� �� � ����� ������� � 	��� ������
��	 � ��� ���� ���������� ��� �� 	��������	 ��� ��� ������������� �� ���� �����
�� ���$� ����� ���� T (t) ≈ 0 ��� 	��� ����� ������� � ������������ � ��� �����
����� ������ ���������� ��� �� 	��������	 ��	 ��� ���� 	���������� �	����	�
*� ���� ������ ���$�� ��������� ��������� ������� �� K�.����"� 3�������< �07�
�������� �� ��������� �� �����$ ��� N�>���� ���� �  � 0=�� � K���������< �0:�� ����
	���������� ���� �� ��"������ � ����� � ����� �� ���� ��������� $�"��$ π� (c) ∝
c−1/2� ���� �� �� K�������< ���� 	���������� ��	 ���	 ������� �	�
����� ��
��� � ��� ������������ ���� �"�������� �����$� �� ���� � ���� ��� 	��� ���	 ��
� �� � ���� �� ��������� ��������� � c ���� ��� �������� !��� ��� 	���
�� �	������� ��� ������� ���� $�"�� � �������� ���� �������� �� c� �� ��� �	���
���� ����� ��� ���� �� ����������� ���������� ����������� &��	' %������� 5��������
��	 ������������ ��� "��� ��������� ����� �� ������ � ���� ������� ��� �����
������� �������� ��	 ��� ������� ����� ������ �� ����������� ���� �� ���
���� ������������� ��� ������� ���� 	�� � ���� ������ .� � ���������$ ���
��#��� ���� ���� ���������

��� (���������� �� �������� ���� %���
� �
���

A���	�� ��� ������ ���� ����� � ������ �������� μ �� �������	 	�������� ���.��� �
������ ����� ���� ���� %�� ��	 ��	�� 2� ���� ��� i� ����������� ��

di = μ + ei

����� ���� ei ∼ Uniform (−1, 1) �� �������� 	���������	 "�� ��� �����"�� [−1, 1]�
(���� μ − 1 ≤ di ≤ μ + 1 �� ��� i� �� ����� ���� max {di} − 1 ≤ μ ≤ min {di} + 1�
�� ����� ����� ���	� ��� ������� ���� ��� ������������ ���� �� ���� μ� !� ���
���� ��� ��#����	 	���������� ��������� ��������� ����� ���	�� ��	 � ���� ���
������������ �����	�	 �� � 3������� ���������

��� ����� ������� �������� � μ ��� M ������������ �� ������ ���� � ��

μ̂�	 =
1

M

M∑
i=1

di.

�� �� ���������"� � ��� ���� ���� �������� ��� ��� ������� ��� �����"�� [max {di} − 1, min {di} + 1]�
�� ����� ���� �� �� �� �"�� ��������� ���� ��� �������	 	��� ��	 ��������� �
��� 	���������� � ��� ������ *� K = 10� ���� ������� � ������ ��� ���� ,;O �
��� ����� ����� �� �� �� � �"��� ����� ����������� ��� ����� ������� ��������
�� �� �"�� � ������� "����� 4�� ���������� �� ��������� �� ���� ��� ���� ����
����	 �� ��� ����� ������� �������� ��� ������ � 	 ���� ��� ������ ����������� ��
��� "���� � μ �� 	��������	 �� ��� 	���� *�� ��� ����	������� ��"�� �� ���
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���� μ ∈ 1
2
(max {di} + min {di})± 1

2
(2 + min {di} − max {di}) � ��� ����������� ��

&���������' 1+ 1
2
(min {di} − max {di})� ��� ���������������� �� ��� ����� �������

�������� � 1/
√

3M �� ���� ����	 �� ��� ���� �� ��� ����� ������� ���������
/�� ���� ���� �� ��	����	��� � ��� 	���� ����� ���������� �� ��� ���� μ = 0
��	 M = 2� �������	 ��� "����� (d1, d2) = (−0.7477, 0.6688)� (−0.6112,−0.6136)�
��	 (0.6278,−0.0376) $�"��$ ��������� ���� ������� ���� ±0.2918� ±0.9988� ��	
±0.6673� ���� �� �������� ���$��� ��	 �������� ������� ���� ��� ����� �������
���� � ±0.4082�

8������ ���� ��������� ��� ������������ ��������"� ���� ���"����$ ����������
"�����$ ���������� ���� �� ��� ������� ��	����"��� � �� ����$����� ���������
�� �� ����� � �������� $���	� ���� ��� ������� 	����	���� � ����������� �� � ���
���������� 	��� ������ �� ��� 	�����	����� *� �������� ���� � ��$�� � ��
������� ��	����"��� �� ������	�	 �� � ��$�� � ��$� ������� ��	����"���� ���
���� ��$�� �����	� ��� ����� ��$�� ��� �������� ���� ������� ����� ���� ���� �����
���������� G� ����$� ��� ���� ��$�� ��	 �� ��������� ��� ����� ��$��� ������
��� ��	����"��� � ��� ����� ��$�� ����� �� ���������� 	��������	 ��� ��������
����� ����	 � �������� ���� ������� ���"��� �� ��� ���� ��	��� ��� �������
������� ��	����"��� ��� ���� ��� G� ����$� ��� ��$���� ��������$ �� ��� �����
���� ���������� (���� ��� 	��� ��G���� ��� 	���������� � ������� ��	����"���� ���
��������� "�����$ ���� ���� �� 	����	��� � ��� 	���� @� ������� � �����	��$ ��
� ��$�� � ��$� ���������� ��	����"���� ���� ���� �� �� ������� "�������� �� $�"��
�� �6;�� @� �������	 ��"�� ��� ���� ������ ���� � ��� ����� ������� ��������� �
� ��� ���� 
��	 ��������� $�"�� � ���� � ���� �>����

� �����
�� 
������	�

�� ���� ������� �� $�"� � ����� ����	����� � ����� �� 3������� ����������� �����
����� ��� ��������	 �� ����� �������� !� ���� 
��� ����	�� ��� ���� �� ����� ���
������� ��#��� �� ��� ��� ��#���� �� (����� -�0� �� ����	�� ��� ���� �� �����
����� ��� ��������� ��#�����

*� ��������� � 3������� ���������� �� $������� �� ����� � � 6� 6�� 6 � 6,� ��	 ��
�������� ���� ��"���� ������� ��7� 6-� 60��

��� �������� 	�
��������

!� 	���� ��� ��#��� ���	� "�������� ���� x ��	 ��� ������������ &	���'
���� d� A������ ����������� ��������� � ��� ��� ���	� "�������� �� $�"�� ��
��� .��� 	���������� π(x, d)� ���� 	���������� ��������� ��� ��� ����������� � ���
���	� "��������� +��� ��� ������������ d ��"� ���� ������	� ��� �����������
� ��� ��#���� x �� &�������' ��	���	� ��� ������������ ��� �� ��	���	 ���
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��� �	�����	 �=

���	� "�������� � ������� ��	 ��� ����������� � x �� ��������	 �� ��� ��	������
	���������� π(x|d)� ����� �� ��� �������	 � �� ��� ��������� ������������� ����
	���������� ������� ��� ��������� � ��� ����������� � ��� ��#���� x ����
��� ��������� � ������������ d �� �����%�	��

@ ��������� ������� �� ��� ���� x ∈ R, d ∈ R �� $�"�� �� *�$� �� ��� ���$����
	���������� π(x) �� �����	 ��� ����� ������������ ��	 �� ���������� ��� ����������� �
��� ��#��� ���� � �������$ ��� ������������ �� 	�>����� ��	������ 	��������
π(x|d) ���� 	�>����� ������������ d ��� ��� ����� @���� ��� ����������� ���
����������� ��$��	��$ ��� ��#��� �� ��$��
������ ��	���	�

��� ��	������ 	���������� � ��� ������������ $�"�� ��� ��#��� �� �����	
��� ���������� ������������ ��	 �� 	����	 �� π(d|x)� ��� ���$���� 	���������� � ���
��#��� �� �����	 ��� ���� &	����������' ��	 �� 	����	 �� π(x)� 3� ��� 	�
�����
� ��	������ ���������� �� ��"�

π(x, d) = π(d|x)π(x) = π(x|d)π(d) . &�;'

*���������� ��� ���$���� 	����������� ��� �� ������	 �� ���$�����%��$ &�����
$�����$' "�� ��� ��������$ "��������� ���� ��� π(x) =

∫
π(x, d) dd ��	 π(d) =∫

π(x, d) dx� /�� ���� ����� ��� ����������� �� ������	� π(d) �� � �����"� �������
��� ������$ �������$����� �� �����	 3����< ������

π(x|d) = π(d)−1π(d|x)π(x) . &��'

�� �� ��	 ������ � ��� .��� 	����������� �� ���	 ������ ��� ��� ��"� 	�
���
���� � ������ ��� ������� 	����������� 9������������ ��� �� ���� ������ ���
.��� 	���������� �� �"������� �� ��� 
��� ������ ���"��� �� ����� �� ���� �� ����
����� ��� 	���"���� � ��� ��#����	 	������ �� � �����$�������	 P �� �� ������
���"��� P ���#� @��� � �������� ������������ �	�� �� ��� ��#��� ��� ���� ��
������	� ���� �� ��� ��� 3����< ������ � ����� ��� ������� 	�����������
��� #�� ���� ���� �� ���� ��� ������� �� ������	 �� ����$ � &����' �	�� ��
��� 	���������� � ��� ��#��� ������ ���� ��� ���$���� 	������� ����� ����� ��
������	 ����� ��� .��� 	���������� �� �� �"������� �� ��� 
��� �������

��� )
��� ��� �	���� ��������

8��� ��������� ��� ��� 3������� ���������� � ��� 	������������ B�������C� ���
��� ���� ���� ��������� ��� ��� 	��	�	  ���������� �������� &4@8' ��	 ���

�+	 ��	� �	�
��	�� ��� ������� ��	��� ���� ��� ���	����� ��*������ ���� 
	� �)������
πx |d(x |d)& (� ��� 	�� ��*������ ���� ��� ��!������ ����
� ��� ������ ����*!�	����&

�.	�!��� ������!� ��� 
��/������ ��� 0������ 
�����	��� ��� ��������� *� ��� 
	��	��!
����# -
 ��� ��	� � �	������ ���������� 1�	� *� ���!���'��	� 
�	� ��� $	�� ����*��	�2� ��
��� � ��� 0������ 
�����	��&



�������� ����	�� 
��� �	�����	 �:

���������� 	�� �������� &A4� ��� #��� �� ��� ������� ���� ������ ���������
44(E'� �� ��� ������� �� ����	�� ��� ��#���� ��	 ������������ �� ���	�
"����� &� 
���� 	�������'? x ∈ R

N � d ∈ R
M �

��� ��������� � ��� 4@8 �������� �� �� �����%���� ������ ����� ���
��������� � ��� A4 �������� �� �� ����$����� ������?

xMAP = arg max
x

π(x|d) &� '

xCM = E(x|d) =

∫
xπ(x|d) dx &�,'

����� arg ���	� �� B��$����� �C ��� ������%���� ������� E(·) 	����� ��������
���� ��	 ��� ����$��� �� &�,' �� �� N������ ����$����

��� ��� ���� �������� � �����	 �� ��� ���������� ��������

Γx|d =

∫
(x − E(x|d))(x − E(x|d))T π(x|d) dx &�-'

����� Γx |d �� �� N ×N ������ ��	 ��� ����$��� &�-' ������ � � ������ � ��������	
����$�����

+����� ��� ���$���� 	����������� � ���$�� "�������� ��� ��� � ��������� �����
��� ������� ������	 �� ����$�����$ "�� ��� ���� "��������

π(x� |d) =

∫
x−�

π(x|d) dx−� &�0'

����� ��� ������ (·)−� ������ � ��� �������� ��������� ��� �th �������� �����
&�0' �� �� (N − 1)������ ����$���� *���������� π(x� |d) �� � ������� � � ���$��
"�������� ��	 ��� �� "������%�	 �� ������$� ��� ����������� �������� ��� ��� 3�������
���������� � ��� ����������� ��
	���� �����"���� ��� ��� ������������� �� 	�>������
������������ � p%����	���� �����"�� �� � ������ ����� ������� p% � ��� ����������
���� � ��� ��������� �������������

��� *����� 
���� ��� +�%����� ���������

��� ������ 5�������� � ������ ������� ��� �� �������� ����� � ��"���� ��������
*� ����� �������� ��� ������� � ��� ��� ���� �������� ���� ��"� ����������
����������� *� ���� ������ 5������� ������������ �� ����� ��#����	 ��	
������� �	��� ��� ���� ��$���

@� �� �������� �������� �� ����	�� ��� �		���"� ���� �	�� �� ����� ���
���� e ��	 x ��� .����� ��	����	��� ��	 ��� ����������� �	�� �� ������?

d = Ax + e , π(x, e) = π(x)π(e)



�������� ����	�� 
��� �	�����	  ;

��	 π(x) = N (x∗, Γx) ��	 π(e) = N (e∗, Γe)� ����� ��� .��� 	���������� � (y, x) ��
5������� ��	 �� ���� ��������� �����
�	 �� ��� ���� ��	 �"������� ���� J�����
��������� $�"��

E

(
d
x

)
=

(
Ax∗ + e∗

x∗

)
&�6'

cov

(
d
x

)
=

(
AΓxA

T + Γe AΓx

ΓxA
T Γx

)
&�7'

�� ��� ������ 5������� ����� ��� ��	������ 	����������� ��� 5�������� �� ��1���
�������� � ������ ��� &��	������' ����� ��	 �"�������� ���� *���������� ��
��� ���� � 5������� 	������������ ��� 4@8 ��	 A4 ��������� ��� ������ *�� &�6�
�7'� �� �������� ����$ ��� (���� ����������� ��� ������� ���� ��	 �"�������
��� �� ������	

xCM = x∗ + ΓxA
T
(
AΓxA

T + Γe

)−1 ·(
d − Ax∗ − e∗

)
&�='

Γx|d = Γx − ΓxA
T
(
AΓxA

T + Γe

)−1
AΓx &�:'

@����� ��� �� ��� ������� ���� ��	 �"������� ��� �� ������	 �� �������$
��� ������ ��"����� ����� �66��

Γx|d =
(
ATΓ−1

e A + Γ−1
x

)−1
& ;'

xCM = Γx|d
(
ATΓe(d − e∗) + Γ−1

x x∗
)

& �'

@�� ���$���� 	����������� � ���$�� "�������� � ���� � "�������� ��� �� ������	
������������ �� ��� (���� ����������� ��� �� ������� ��7��

��� ���������� � ����$ 5������� �	��� ������� ��� � ��� ��������� � ���
������� ���������� ����� ��� ��� 	����� �� ������� A���	�� ��� ���� �����
��� ���������%���� � ��� ������� ��#��� �� x ∈ R

1000� ��� �"������� Γx �� �
��������� �����"� �����	�
���� ������ ����� ����� ���� Γx ��� ���� 500, 000 ����
������� � �� �����
�	� ��� ������� ��� �� 	�� �� 
� ����� ������� � ����
Γx �� � �������� ��	 ����������� �	�� �� ��� ���� �����������D (�� �����"���
����������� � 5������� ���� �	��� ��� �������	 �� (����� 7�

����� �� � ��	������	 ������� ���� ��� ����������� ������� 3������� ���
"����� ��	 ��#��" ��$�����%����� @����� ���� ��� �		���"� ���� �� %�� ����
5������� ��	 ����� ���� ��� e ∼ N (0, σ2I)� @����� ������� ���� �� ��� �	�� ���
��#��� �� � &�������' %�� ���� ����� ���� ������ ���� �"������� Γx = β−2I�

�(� ���� �/�������� 
 ��� �	�������� ��� ���� ������� �)��& -
 �	�� 	�� 	
 ����� 
	��� ���
*� 
���*��& -� ��� !������ ����� ����������'��	�� 	
 ��� ����	� ����*��� ��� *� ���������&



�������� ����	�� 
��� �	�����	  �

��	 ���� �� ��� ������ ���� ��� �		���"� ���� ��	 ��� ��#��� ��� ��������
��	����	���� ��� ��	������ ���� �������� ��

xCM = arg min
x

{
σ−2‖d − Ax‖2 + β2‖x‖2

}
. &  '

����� ��� A4 &��	 4@8' ��������� �����	� ������� ���� ��� ��#��" ��$�����%�	
������

xTik = arg min
x

{‖d − Ax‖2 + α2‖x‖2
}

& ,'

���� �
 �� ��"� ��� α = σβ� 3�� �� ��� ��#��" ��$�����%���� �������� ��
���	 ���� �� �������� ��� 4�%" 	���������� ��������� � �	.��� α � ���� ���
��#��" ������ xTik(α) �����
��

‖d − AxTik(α)‖ =
√

Nσ & -'

����� �� �� ������	 ���� σ �� #��� �������� ����� ��� ������ xTik(α) ��	������
���� ��� �������� ��� ���� ������	 ����$ � 
��	 α �� & ,'�

����� �� ����� ���� �� ��"� 	�� �������$ ���� ��������� 3������� ��"������
��� ���������� ������� ���� ��� ��� ������$� �� ��� �	��� �� ��� �		���"� ����
��	 ��� ��#��� ���� �������� ��	 ���	 �� �������	� ����� �� � ����� � ������
���� ����� ��	������� �� �	.�����$ α� 4��"��� �� 	�� �� ������ ��� �������
�"�������� �� ��� ���# ��� � �� � ������%� & ,' ���.��� � & -' �� ��� 
��� �����D

��� ' 	�
����
� �� ��	����

�� ��� $������ ����� ���� ��	 �����	 ���������� �� ���� �� ������� � ���� ��������
����� �� ������	 ������������� �� ���� ����� ����� ��� ��$��� �� ������������?
������ �� ����� � ���������� ��� ������� �	��� �� ������� ���� � 5�������
�	�� �� �� ��� � ����� � ��� �������$ ����	��

��� ���"���� �����	 �������$ �� �����$�������	� @����� ���� �� ��� ��
�������� � ��	����	��� ������� ��� ��� ������� 	���������� π(x|d)� !� �����
{x(k), k = 1, . . . , Ns} ∼ π(x|d) ����� Ns �� ��� ������ � ������� &	����' ��� ���
������� 	����������� ����� ��� ���� � �� 
������� g(x) �
 x ��� �� �������
����	 �� ��� ������ �"���$�

E(g(x)|d) =

∫
g(x) π(x|d) dx ≈ 1

Ns

Ns∑
k=1

g
(
x(k)
)
. & 0'

*���������� ��� ��� � ���$� ������� $��������� ���� &��	�� ����� ���	 �������
����' ��� "������� � ��� ������ �"���$� ����"�� ��#� ∝ N−1

s �
*� �������� �� ��� ������� ���� � x �� ���	 ��� g(x) = x ��	 �� ���

������� �"������� g(x) = (x − E(x|d))(x − E(x|d))T� *���������� ��� ������



�������� ����	�� 
��� �	�����	   

� � ������� ���� �� B!��� �� ��� ������� ���������� ���� ��� kth ������� �
x �� ������� 1 ��	 5C� �� ������	 ��

P (xk ∈ [1, 5]) ≈ ������ � ������� ���� xk ∈ [1, 5]

Ns
.

*���������� ���$���� 	�������� � ���$�� ���	� "�������� xk ��� ������ ��
�����	 �� ����	����$ ��� kth �������� � ��� ������� ����

��� #�� ������ ��� � ������ �� � ����� �� �������� ��� ��� �������
	���������� �� ��� 
��� ������ ���� ����� �� �� � �� � ���"��� ������� ��� ���
�������� ����� � ����	� �� ��� $�������� � ������� ��� �� ��������� �����
������ 	���������� ��� ��� &���� ���� &���� %��� ����	�� ����� ��� 	�������	
�� (����� 0�

��� ,% ������ ��������� ��� %������������

!� "��� ���	� ���� � ������ �� ����� ��� ���	�� ��#���� ��� ��� ��� ���
#����� 4�� ����� �� ��"� � ������ � ������� ��#����Q !� 	���� �����
"�������� ���� χ �� � �����
� ��	��������� � ��� ��������������

@� ������� � �� ����� ��������� ��������� "������� �� ��� ���� � ��������
������ �� ��� ������� �� ����� 	�����$���� ������� ��� ����������� ����� e ��	
���� ��������� ��#����� ����� �� 	���� ���� μ� � ���� �� ��"� χ = (μ, e)� *�
�������� ����	�� � ������ 	���"����� ������

d = Aμx + e

����� Aμ �� ��� ��"����� ������ ���� � ��"����� #����� ���� ��� �� ���
������� �����
�	 ���� � ���$�� ���� ������ μ > 0� !� ������ ���� μ �� �� #���
������� ��� ��� ��#� ��� "���� �� ��� �����"�� [μ1, μ2]� *���������� �� #�� ����
��� "����� � ���� �����"�� ��� �� ������� �������� ��	 �� ���	 ���� ��� �
�������� � �	�� π(μ) ����	��$��� *���������� ��� �		���"� ���� &"����' e ��
#��� � ��� ��� 5������� ���������� 	���������� ���� #��� ���� ��	 �"����
���� e ∼ π(e) = N (e∗, Γe)� ����� $�"�� ��� ������������ d� �� ��"� ��� ��#����
(x, μ, e) ��	 ���� χ = (μ, e) ���� �� ��� ������ ���������	 �� ��� ������������ �
x ����

�� ��� �������� ������ ���� �� �		���"� ���� ���� �� ��	����	��� � ����
��#����� �� ��� ���$�����%� "�� ��� "��������� (����
������ �� e ��	 (x, μ) ���
�������� ��	����	���� �� ��"�

d − Aμx ∼ πe = N (e∗, Γe)

��	 �� ��"�

π(d|x, μ) =

∫
e

π(d, e|x, μ) de = πe(d − Aμx).



�������� ����	�� 
��� �	�����	  ,

�� ��� ������� ���� � 5������� 	���������� ���� %�� ���� ��	 ��	 ��������� ��
��"� E(e) = e∗ = 0 ��	 Γe = σ2I� ���� $�"�� �� ��� ��#����	 	���������� �� �����
��� �		���"� ����� ��"� ���� ���$�����%�	

π(d|x, μ) ∝ exp

{
− 1

2σ2
‖d − Aμx‖2

}
.

9������������ ��� "������� μ ����� ������� �� ���$�����%�	 � ���� �� ���	
��"� �� ���������� ��� �� π(d|x)� �� ���� ������ �� ��"� � ����� ��� x ��	 μ ��
��#���� ���� ��"� � �� ��������	 �������������� 3�� ���� ���� ����� ��"�������
����������� �������$� �� �������� � ������ E(x|d) =

∫
π(x, μ |d) dμ�

��� #�� �� � �����%� ���� ��� ����������� � ��� ������� ��#��� x �� $�"�� ��
��� ������� 	������

π(x|d) =

∫
π(x, μ |d) dμ

��	 �� ��
π(x|d) �= π(x|d, μ∗)

$�������� ���� �� ������ �� � 
��	 μ∗� �� ����������� ��� ��	������ ����

E(x|d) �= E(x|d, μ∗)

$��������� ��	 ����� �� ��������� ��� 	�>�� ��$��
�������

�  ������
�� �� ��� ������
�� �
���
���
��

��� ������� 	���������� �� ��������� ������� ������� 	�� �� ���� �������� �"���
����� � ������� ����������� ���"��� ��� ������� 	���������� ��� �� �"������	
����$ 3����< ������ &��' ��	 ������� ���������� �"������	 ����$ �����������
����	�� �� � 3������� ��������� �	�� ����� ���� ������ � ������� ��#���� ��
���� �� ����������%����� � ���� �������������� ��	 ��� ��"� ���� �����������
!��� �	�� ����� �� ��$� 	���������� ����������� ���	 � �� �"������	 ����$
4��� A��� ����$����� �� �� & 0'�

����� ����������� ����	� ���� � 	�����$ ������� ��� ��� ������� 	���
��������� ����� �� �����"�	 �� 4��#" ����� 4��� A��� &4A4A' ��$������� @
$������ ����	����� � 4A4A ��� �� ���	 �� �67�� ����� ��$������ $������� �
�������� � ������ �� �	�� ����� {x(n), n = 0, 1, 2, . . . , } ���� ��"��$� �� 	��������
��� � ��� 	�����	 	���������� �� n → ∞� ��� ��������$ �������� � ������ ����
� ���	� ���# ����$� �������� �������� ���� ��� ������� � ���� ����� �� ���
����� ����$ ����� � ��� ������"� ���������� � ��� ������

��� ����� �� ���������	 �� � 4��#" ������ ���� ��� P (x(n+1)|x(n), x(n−1), . . . , x(0)) =
P (x(n+1)|x(n))� � ��� ��������� ��� ����� x(n) � x(n+1) 	����	� � x(n)� ��� ��
���������� � ���"��� �������
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3���� �� ��� 	������� ��� 	������� ����� 4��#" ������ @ ��$����� &	���
����� �����' 4��#" ����� �� 	�
��	 �� ��� ��������� ������

Kij = P (x(n+1) = j|x(n) = i) & 6'

$�"��$ ��� ��	������ ���������� � ����� ����� ������ j � ��� ���� ����� $�"�� ����
��� ������� ����� �� �������	 i� ��� ����� �� ��������%�	 �� 	�����$ x(0) ����	��$ �
��� 	���������� π(0) ��	 ���� ��������$ ��� ���	� ��	���� )�� π(n) �� ��� n�����
	����������� ����� �� ��� �� "���� ���� j� ������� π

(n)
j = P (x(n) = j)� ����

π(n) = π(0)Kn� !��� π(n) → π �� ��� 
��	 	���������� π� ��	����	��� � π(0)�
��� 4��#" ����� �� ���	 � �� ������� �6��� ���� �� ��� ���� � ������� ����$����
"�� π �� �"���$�� "�� ��� ����� �� �������	 �� & 0'� ���� ��"��$���� $��������	
�� ���������� ������� ����� ������� �6=� 6:� 7;��

E�$	����� �� $��������	 ���� K ��� � ���$�� ��$��"���� � � �� ����� ���� π ��
��� �������	��$ ���� ��$��"������ ���� 	��������� ��� �'��������	 	���������� π
��� ��� ��������� ������ K�

4A4A ��$������ ������� ��� ��"����� ���� ��� 	���������$ � ��������� ������
K ���� ��� ��� 	�����	 ����������� 	���������� π� �� �� ���� ��� ������� 	������
����� �� ��� ��"���� ������ ����$ ����	���	� E"�� �� ���"������ �	���� �	��
����� ��� �� ��$� ��	 � �� �� �� �������� � �������� �������� ��� ��������� �������
������	� 4A4A ��$������ ��	���� ������� �� � �������� ��������� ������ ��
���� �����

��� ����
	
���-.������� ���
����

@���� ��� �������������� � 4A4A �������$ ����� ��� 4��������������$�
&4�' ��$������ � ��� "������ � ��� ���� ��$����� ��� ��$������ 	�"����	
�� ����������� �� ����������� ������� �7��� ��	 ��� ����� $�������%�	 � ���� $������
������ 	����������� �7 �� ��	 ���� ������$ ���������� �� ����� ����� ���� 	�>����$
	������� �7,�� ������$ �������� ��	 	������ � ���������� �7-� 70�� E"�� ���$�
�� 	 �� ������ ��� "��������	������� �	���� �� ������ ���� K��"������� .���<
��������� � 4� �� �� $������ ������
�� ���������� � ���������� ������������ ��
��� �������� �"�� ���� ��� ���������� ������	 �� ��"���� ��������

��� 4� ��$����� $�������� � 4��#" ����� ���� ��� 	�����	 ����������� 	������
����� �� ���������$ � �������� ��������� #����� �� ���� ����� ��� ���������� (�	�
4� ��$����� �7,� ��� �� 	�������	 �� ������ !��� �� ����� x� �� $�������� ���� r
���	� ������� γ ��� � #��� 	������ q(γ) ��	 ���� ��� � �����	 ��� �����
x′ �� ��� �������� 	������������ ������� � x ��	 γ� ���� $�"�� � ���	� ������
	����	��$ � ��� ������� ������ ��� ������ �� �������	 � ��.����	 ����	��$ � �
���� ���� ������� ��� 	�����	 ����������� 	�����������

���� �!�������� 	
 K ���� ��!����� ���� ���� 	� �/��� �	 3&
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��� ��"������� .��� �������� ����	��� ��� ������� ��������� (x, γ)� ��	
(x′, γ′) ����� �� ��� ������� ��������� �� ��� ��"���� ������� +�� ���� � ���
4A4A �������$ ��$����� ���� 4� 	������� ��� �� ������� ��?
)�� ��� ���� �� �� ���� xn = x* ���� xn+1 �� �����	���� �� ��� 
�������� �� ?

�� +������  ��� ������� ���� x′ 
��	 x ��������� �� ����	 ��	���� γ ����
������� q(γ)

 � %������ ��� &$ �������� ����

α(x, x′) = min

(
1,

π(x′|d)q(γ′)
π(x|d)q(γ)

∣∣∣∣∂(x′, γ′)
∂(x, γ)

∣∣∣∣
)

& 7'

,� ,�� xn+1 = x′ ���� ���������� α(x, x′) -����� ��� �������� ����.* ���������
��� xn+1 = x -��(���.!

��� ���� ����� �� ������� & 7' 	����� ��� ��$����	� � ��� N������ 	����������
� ��� ������������ ��� (x, γ) � (x′, γ′)�

��� ��� ����� �� ��� �� ��� 4� ��$������ �� ��� � ����� � ��� ����� x′

���� �� ����� x� ��� ������ ����� � 5���� �������$ �� ��� ������� ���� �����
x′ �� 	���� ��� � &���#' ��	������ 	����������� $�"��$ α(x, x′) = 1� ��� �����
� ��� ������ 	������ �� ���$��� ���������� ���� ��"��$���� $��������	 ���� ���
��������$ ����� �� ����	������ ��	 �����	�� �6�� 76�� ���"��� ��� ����� � ������
	���������� ���������� �>���� �1������ � ��� ��������$ �������� !� 	������ �1������
������� �� (����� �;�0�

��� ��� ����4� "������� ����� ����	 ��� ������� ���� ��� x′ = x+γ
����� γ �� � ���	� "������� ���� 	������ q(·)� ������� �������	 ���� %���

� 	��������� ��� ��$������� $�"� �� ������� � �������$ ��� ��� ���"������
������� 	���������� �� (����� ,�� ���� ����� ��� M = 100 ������������� ���
������� ���������� 	������ "�� ���� �������� c �� �� ����������� ��� �� ����
�� *�$�  �

!� ��� ��� ������ ���	�����# ������ c′ = c+wγ ����� γ ∼ Uniform(−1/2, 1/2)
� ���� w ���� ��� ��	�� � � ������ ������ ���� ��� ������� ����� c�

��� ��"���� ������ �� c = c′ + wγ′ $�"��$ γ′ = −γ� ����� ��� N������ ��

∂ (c′, γ′)
∂ (c, γ)

=

(
∂c′
∂c

∂γ′
∂c

∂c′
∂γ

∂γ′
∂γ

)
=

(
1 0
w −1

)

����� ��� 	���������� ���� ���� ��$����	�� (���� q(γ) = q(γ′) = 1� ��� ����������
���� ��  7 ������
�� �

α(x, x′) = min

(
1,

π(c′|d)

π(c|d)

)
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����� 	����	� ��� � ��� ���� � ��� ������� 	�������� �� ��� ������� ��	 �����	
�������

*�$� , ���� ����� ������ � � �������� �  ;;; ������ $�������	 �� ��� 4�
��$����� �� ����� ������ � ������ ���	�� w = 0.1� w = 1� ��	 w = 10�

E��� � ��� ��������$ ������ �� $��������	 � ��"��$� � ��� ������� 	��������
���� ���� �� ��� �� ���� ��� ������ � ��� ����� ������ �� ����� 	�>������ ��� �����
w = 1 $�"�� � ������ ���	� ���� �� ������� �� ����� � ��� ��	�� � ��� �������
	����������� ��� ���� 0;O � ������� �������	� ��	 ��� ����� �1������� ��	����
������� ��� ��� ������� 	����������� !��� w = 0.1� ������� ��� ��� � �����
����$� � ��� ������� ������ ��	 ��� �������	 ���� :;O � ��� ����� ���"��� ���
����� ��� ������ ���	� �� ������ �	.����� ������ ��� ����$�� ��������	 ��	 ���
����� �"�� ����� ����$� ����� ������ ��#��$ � ��$ ���� � $������� ��	����	���
�������� !��� ��� ������ ���	� �� ���$�� w = 10� � "��� ����� ������� �
������� ��� �������	 ����� ���� �� �� ��� ����� ��������$ ������� �� ����
������ ��	 �$��� ��� ����� �� ��� � ��	��� ��	����	��� �������� !� �# �� ���
�1������ � 4A4A �� ��� 	����� �� (����� �;�0�

*� ���� ���"������ ������� ����������� "�� ��� ������� ��� ������ ���������	
����$ ��������� ���	������ ��	 4A4A �������$ �� ������ ���$� �� ��������
����� �1������ ���"��� �� �	��� ���� ��� ���� ���� 5 ��������� ���������
���	������ �� ������������� ���������� ����� 4��� A��� ����$����� ������� ����
������

! "
#�
���� �����

��� ��#����	 	���������� π(d|x) ����	���	 �� (����� -�� �� � ������������ �	��
�� ��� 	���������� "�� ������������ d $�"�� ���� ��� ��#���� ��"� "���� x�
J���$� � ��� ��#����	� �� ��� ���� � ��"���� �������� ���� ��"�"�� �	�����$
��� �����	 ������ ���$ ���� � �������� �	�� �� ����������� ������ �� ����
����� ��� �����	 ��� �� ��� �	�� �� �������� ����"������ ���� �� � ��������
������������� �� ��� ������ ���� �� �� ��� ���� � �		���"� ���� �	���� ���"���
�� ���� �������� ����������� ��������� �� ������� ���� ������$ ����"�����
� ��	�����"� 	����� ����� �� � ���� ����$ �� �� �������� ����"�����

!���� ��� ���������� � ��� ��#����	 ��� $�������� �� ����	���	 �� � �����$���
�����	 ������� ���� ���# �� �� ������ ���"���� ���������� ���� ���� 	��� �� � ��
���	 ��	 ��� ������ ������������� ���� ��� ������	 � ��� ����������� ������$ ��� �
�� ����	���	� ����"����� � ��#����	 �	��� �� ���� ���� �����"�	 �� �������
��$ ����	���� � ������ ���� ����� � ��� ������	 ���� 	����������� ������������
���� ����#��$ 	�� �������� �������� ���� ��� �� ���� � ��� �����	�	 ��������
���� ����	���� @ ��������� ����� � ��#����	 �	�����$ �� ���� ��� �� ���������
� ����������� ����������� !� 	������ ��� �������#� �� 	�����$ ���� ���
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��������$ ���������� ��#����	� �� (������ =�0 ��	 �;�6�
8������ 	�>�������� �������� ��	 �����������	��� "���� ������� ��$����� ���

��� ��� ���� ����� � �����	 ������� ���� ��� ����"��� �� ��� ���� � ��"����
�������� @� 	�������	 �� (�����  �0� ������������� � ��� �	�� ������� ��������
��������� ������� 3���� �� �����#� � ��� ����������� �������������� ���
�������� ������$ ����	 �� ����$��� ��"����$���	 ��	 ��� ������������� �	����
�	
��	 �	����	� @ �������� ����������� �������# ����	 ���� �� ����� ���� ���
�����	��� ��� �	��� ��	 ����������%����� �� ��� ��#�����

�� �� ���� ��� ����� �� �������� ���� ����������� ������� ��� �� �������
#���� � ��� $������ � ��� ��	��� �������	 � ������� ��� ���� ���	��� �
��� ����������� 	���� �� �� #��� �������� ��	 �� ��� �� ��������� � �����	�
����� ������������� �� ��� ��#����	 �	��� A���������� ���������� ���� �������
���������$ ����������� 	������ �� ������� ���� � ���$� �	� �� ��"����$���	
��	 ��� ������������ ��� ������	 �� ������� �� ����� ���� ��� ���	��� ��	�����
��	��$ �� ���� ��������� ���	��� ��� ��#���� ����� ����� ��� 	�������	 �����
�� (����� =�

!�� $
����� 
����

*����	 �	��� 	�
�� &��	��������' ��� 	������������ ���� � ��� ��#����	 	���
��������� @� �� (����� -�0� ��� ��� ������� ��	 ����	��� ��#���� �� x ��	 μ�
��������"���� ��	 e 	���� ��� &���������' ���� "�������� �� ��� ���� � �		���"� �����
�� ��"�

d = Aμ(x) + e

����� Aμ(x) �� ��� ������$ (x, μ) �→ d ����� ���	���� ��� ��������� �����������
���� ��� x ��	 μ ��� #���� !� ��� ������� ���� ��� 	���������� π(e) �� #����
� �� ����������� ��� .��� 	���������� π(x, μ, e) �� #���� ����� �� ��� (x, μ) ����
#���� �� ���	 ������ ��� �������� ����"����� ��	 �"������ ��� ��#����	�
@� �� ����� ��� ���� 4A4A ����	� ��� � �� ���	� ���� �� ��������� ��� ���
������������

�� ��� ���� � ����		���"� ���� �	���� �� ���	 ��� ��� $������ 	��� �����
����� d = Aμ(x, e) ���� � ��������� � ��� ���	� "�������� (x, μ, e) �� �"��������
�� ��� ��� $������ ���� �� ��"� � �� ���� � �"������ ��� ��#����	 	�����������
��� (����� 6�,�

�� ��"���� ���� �������� �������� ��� ������$ Aμ �� ������ ������	 � �������
	�>�������� �������� ��	 ��� ������	 �����������	��� "���� �������� ��� (�����  �
���� ��� ��������� ������� �� ��� �3F8 	�������	 �� (�����  �0 ��"�	� � ������
��	 ��������� ��� �� ��� �	�� Aμ(x)� *� �������� ��� μ �� ��� ��#��� J��������
	��� � ���� � ��� ���	��� � ��� ����������� 	����� ��	 ��� �� ��� *E4 ��
��� ��������� ����������� � �� �������� ������� ����� �� �� ����� μ �� ��� ����



�������� ����	�� 
��� �	�����	  =

����� �� ��� *E4 ����� � ��� ���	���� �� ��� �����

Aμ(x) = Bx + Cμ

����� B ��	 C ��� �������� ��"�	�	 �� ��� *E4 ���������� ��� (����� : �� ��
�������� 4	�����$ � ��� ��#��� μ ���	 �� �����"�	 �� ����$ � ��	� � ��$�
��"�� ������������� ���� �� ���� �����	 �� ��� *E4 ������ ��� (����� 7�

��� ����������� ������������� � ��� ��#����	 ��	 �����	 �	��� ���
$�������� ����������"�� 	�� � ��� ������$ ������?

• ��� ������$ ���� �� ���	 �� ��� ���������� �� ������ � ����������� ��	
��������� ����������� �� ��� 8JE ��	 �3F8�

• ��� 8JE ������ ��� �� �� ������������ �� �������� ���� ��$����� ��	�����
�>�����

• ������� ��	����� ��� �� �����������

• @�� ���	��� 	��� ��	R� ���������� � ��� ���	��� �	��� ��� ���	�
#��� �"�� �� �������	 �������� ������������

• ��� ����������� ����� ������� ��$�� �� �� ������� #��� ��	 �� �	����
�%�	 �������� ����������� �	�� ��$�� �� �� �� �	������ �	�� �� ���
������ �������

8����������� �� �� � ���	�� ����� �	�� ������ ���� �� 	�������	 �� (����� =�
��� ���������� � ��� ��#����	 	������ ��� ���� ��$��� �� 	�"�	�	 ��� ��

���#�? ��� ���������� � ��� 	������������ �����	 �	�� ���� ������� � "���� ��
��� ��#����� ��	 ��� �������� � � ���� ����������� �	�� ���� $�"�� ��� ��#����	
	���������� "�� �������������

!�� ,������� �
��� 
����

��� ���������� � ��� ��#����	 �	�� �� ��� ���� � �		���"� ���� �� ��� �������
� ���������� ��� �		���"� ���� �	�� ��� ����G� "�����	 �� (����� -�, �� ��� ����
� 5������� ����� ���� ��� �������� ��	����	��� ���� ���� ��#�����

��� �		���"� ���� �	�� �� � ��� ���

d = Aμ(x) + e

���� � ���$���� 	���������� �	�� �� e ∼ πe(e)� 5��������� ���"��� ��� "��������
(x, μ, e) ��� �� �������� ��	����	���� !��� (x, μ, e) ��� $�"��� �� ��"� �������
π(d|x, μ, e) = δ(d − Aμ(x) − e) ����� $�"�� ��

π(d|x, μ) = πe |x,μ(d − Aμ(x)|x, μ)



�������� ����	�� 
��� �	�����	  :

����� �� ����� π(x, μ, e) = π(e|x, μ)π(x, μ)� ���� �� �������� ��7�� ��� ������� ����
�� ����� e ��	 (x, μ) ��� �������� ��	����	���� $�"�� ��� ������ ���

π(d|x, μ) = πe(d − Aμ(x)),

��	 ����� ��� ��#����	 �	�����$ ���# ������� ��� � ��� �������� ���#� � �	�
�����$ πe(e) ��	 Aμ(x)� �� e ��	 (x, μ) ��� �� �������� ��	����	���� � ��������
�������$ ���� �� ������� � ����	�� �	�����$ π(e|x, μ) 
����

��� ��� ������ ���	 �	�� �� ��� 	���������� "�� e �� ��� 5�������
	����������� 4��"��� ����� ������ ��� ������� ����� e ∼ N (0, σ2I) �� ������	�
���� ��� ��� %�� ���� ��	 ���� �	���� !���� ����� ��� ��������� �� ����� ���� �� �
�������� �	��� �� ��� ��.���� � ������� ����� ��� ��� ��������� �	���� /�� ����
��� 5������� 	���������� 	����� "��� ���� ��	 ���� �� ��� ���� ��	 �"������� ���
��	�� �	����	� ��� ������ x ��$�� �������	 � �� ����������� "�������$ ��#����	
��	 ���� ��� � � "�������$ �������� �� ���� ��	�� ����	��$ � �� �������
�	��� ��� ���� x ���	 �� ����������� ����������

E"�� ���� ��� 5������� �		���"� ���� �	�� �� ������������ ��� ���������� �
%�� ����� 	��$��� �"������� ��������� ��	 �	������� "�������� &	��$��� ��������
� Γe' ��� ������� �� �������$�	 �� ���� �������� ���������� *� �������� ����� 	��
� �	�� ��	����� ��	 ���������� �������� �	��� ��� "��� ����#��� � ��"� %��
����� @�� ��� 5���������� ��	 ��� ��	 �"������� ��������� ��� ���� �� ��������
�����������

@� �� ������� �������� ����	�� ��� ������$ ��	������� ����������� ������$�
����� ��� �; ����������� ������ �������	 � ��� ���$��� ��� ������������ ���
������	 �� ������������� ��	 ����� ��� ��$� ���� �������� ���� ������� *�
�������� �� � ������� ��������������� ���� ����� ����� ��� �� ������  4!����
������  ; � ��	���� ��� �������� ��	 ��$����� 
��	� ��� "��� ����$ ���� ���
����$� ����	  0 �%� ��	 ��	��� ���$� �������� ��� ��� ����������� ���	�� ���
��������$ ���� �� ��������� ��"���� �	��� � ��$����	� ���$�� ���� ��� �����������
���������� ����� !���� ��� ���������� ���� ���	 �� �	����	 �� ��	 ������ ���
����������� ����� 	�� � ��� �������� 
��	� ��� "��� ��$��� ��������	� �� ����
����� ��� σ2

1 ��	 σ2
2 �� ��� "�������� � � ���$�� ����������� ���� ��� 	�� � ���

���������� ���� ��	 ��� �������� 
��	�� ��������"���� ����� � �	�� � ��� ���

e ∼ N (0, σ2
1I + σ2

211T)

����� 1 = (1, . . . , 1)T ��	 11T �� ���� � ������ � ��� ���� ���	 �� ��� ��������
����� ��� ��� � �� ��	����	��� &����������	' ���� �	�� �� ���� � �������� ��
���	 � ���	 � ��$��
������ ������	��$ ���������� ��	� �� ����������� ��$��
������
"����������� ���� ����������

	-� ��� 4������ ����� ���	������������ ����� ������ �����������&



�������� ����	�� 
��� �	�����	 ,;

*���������� ��� ����������� ����� ��	 ����� 	���������� ��� ����� ������
�� 	��������	 ��������������� @��� ��� 	���$���� � ����������� ������� ����	
�� ���� � ��"�	� ��������� �����
������ � ��� ������� �� ����������� ��� .���
���������� � �������� ������

����� ��� ��"���� ���� ������ � ���5������� �		���"� ������ �� ����
����������� ��������� ����� ��� ���������� ���$� ����� ���� ��� ���� �������	 �
�� �������� � �������� �� ���> ��"����$����� ��� ��� �"��� ������� ���	
�� ���"�	 ����� "����� ���������� � ��� 	���� ��� ���� �� ���	� � �������� �
������ ��� � �������$ ��� 	���� ���"� �����	 	���������� �	��� ���� �� ���
A����� 	���������� ��	 ��� L1���� ��	���	 	���������� e ∼ exp(−c‖e‖1) ���
����$��� ��� �>���� � ������� ��7�� ����� � ������� �	�� �� � ������������ 3�������
��������� ��� �� ���	 � ���������� �	�� ��	 	����� ������� �0:��

!�� "���� �
��� ��� �������

� 
����

!� ����	�� �� ���� ���� ��#����	 ������ ��� ������������"� ���� ���� ��	
��� 8���� 	���������	 ����"����� ��7�� *� �������� 	���������	 �		���"� �����
��� ��� (����� ,�

&������������ �����! �� �� ����� ���� ���� ����� ��"� � ������������"� ���
������ 4	������ ���� ����"����� ��� � ������� �������� @� � "��� ������
�������� ����	�� �� ����"���� �	�� ���� �� ������ ���� ������� � ��� �������
��#���� ���� � ���� �����
�� �� ��� ����������� ������ � ��� ��#����	 �	��
��� ��� ���

d = A(h∗ + ν)x + e

����� ��� ������ �����
������ ���� h∗ = 1 �� �������	 �� ���� ν ∼ π(ν)� (���
� ���� �	�� �� �����	 &���������' 	������������ 	�� � ��� ���� Aνx�

%������� �������������! @����� ������� � � ����		���"� ���� ��#����	
�	�� �� ���� � 8���� 	���������	 ������������� (��� � ����������� �	��
�� ������� �� �������� �� ����� ��� ������������ ��� ������ ��� ��� ���� ���
����� ����$ ��	�����"� 	���� � �� ����"��� �������� @����$� ���� ������������
��� �� ���� ���� ���� ��"���� ���� �������� �������� 8���� 	���������	 �����
"����� ��� � ������ ������� �� ��	������	��$ ��#����	 �	��� ����	 ����	��	
�		���"� ����� �	����

�� ��� �������� ����� �� ��� ����� �� ��� ������������ dk

dk ∼ Poisson (Ak(x))

����� dk ∈ N� �� ��� ���	� "�������� dk ��� �������� ��	����	���� �� ��"�

π(d|x) =

M∏
k=1

Ak(x)dk

dk!
exp(−Ak(x))

∝ exp
(
dT log(A(x)) − ‖A(x)‖1

)
.



�������� ����	�� 
��� �	�����	 ,�

����� �� � �		���"� ���� ��� �� π(d|x)� 4�� ����������� ��� ���� � B����C
� B����C �� ������"���� ����� ��� ����������� d ��� ��� �� ����	���	 �� � 	���
��� ��� ��	������ 	���������� π(d|x)�

�� ��� ��������� ������ ����"��� ���� �	��� ��� ��� ������ ���� ����� ����
��� �	���� �� �		���� � ��� ��������� � �		���"� ��	 ������������"� ������
��������� � 8���� 	���������	 "�������� ��	 �		���"� ����� ��� �� � ����"���
�	�� �77� 7=�� �� (����� =�0 �� ����	�� ��#����	 �	��� ���� ����� ���� ���
�������� ���$�����%���� �� ���	 � ���"� ��������� ��#����� ��	 ���� �	��
��	����� �� ������	�

!�� /
����

+�� � ��� ��� �������� ���������� �� ��#����	 �	�����$ �� ��"���� ��������
�� � ��� ���������	�� ��� � ��� ����� ��	 �������������� !���� "�����������$
����� ��� �� ����������	 �� �����	����$ ��� �������� � ��� ����������� �������
��� ��	 ���� ��	����$ ��� �������� � ���������� ���� �� �� � ������� ����� �����
��� ���� ��#���� ���	 ����� �� �������	 �� ��� ������� �	��� �� ��������
��	�����������$ ��� ����� ���� ��������� ��"�	� � ������� �	�� ���� ������� �
����� ��� ������ ��#��� �� ���������� ��	 ���� ����� �� ���"���	�

$ %�
�� ����
��

+�� � ��� ��������� �	"����$�� � ��� 3������� ��������� �� ��"���� ������� ��
���� �� ��"�	�� ��� �������# ������� ������������� ��� �� �����	�	 �� � ��� ����
�� ������	 �� ��������� �	�����$� 8��� �	�����$ �� ������� ��� ��� 	��������"�
� ������ ����� �������� �	�����$ � ��� ����������� ������ ��	 ��� ��#���� ��
� 	�����$������$ ������� � 3������� ����	��

!���� ��� ���������� � ��� ��#����	 �	��� ��� �� 	�������	 �� � �����$�����
���	 ������ �������� ��	��� ���#� ���� �	�����$ ��������� �� ����	���	 �� �����
��������� �� �� B���C� ���� �� 	�� � ��� ���� ���� ����� ��� ������ ��"���� ���������
�	��� �� ��� ��#����� ����� �	��� ���� ���"��� 	�>�� ��$��
������ �� � ��
������ ���� ��� ����������	� ��	 ���������� �� �1����� ��� ������	 �����������
��������� ��� �� ����������	�

0�� +������ �
���������
��

8��� �	�����$ ��� ��� ���� G�"� �� ������������ �	�����$ �� $������� ����
��� �� 	�������� ��� #�� �������� �������� � ��#����� ����#� ������������ � ���
�	�� ��	 ��������� � ������� � ���������� ����������� ��	 ��
��� ��� �	�� ��
���	�	� �� ����������� ����� �� � ���$�� K������< ���� �	��� ����� ��� ������ � �



�������� ����	�� 
��� �	�����	 , 

�	�� 	����	� � ��� ������ � ��������$ ��� ��"���� ������� @ ���� �	�� �����
�� $������� �� ��������"� ���� ������� � ��� �������� ��� �����������"� ����
������� � ������ ����� 	�>����� ���� �	��� ��� �������	 � $�"� ����������"���
�������� ������� � 	�>����� ��������� ��� �� ������� �7:�� A������$ �	��� ���
�� �����	 ����$ 3������� 	���� ��	������ �=;� 6��� �� 	�������	 �� (����� ���0�

��� ������� �������� � ���� �	��� ��� ��� ������������� � ������� ���
#����� ���� ��� ��� ���������� � ��	������ ���	� ��	 � ������%���� ����� �������
"�� �������� "������ ��� ����� � ������������� �� ���$��� 	��������	 �� ��� �	�
�����$ ���������� �� ����� � ������ ��	 ��� ��������� ���� ��� ����$ ��$���
(���$�� �	�����$ ���������� ���	��$ � ��	���	 �	��� ��� ��	��� �������	����
� ��� ��"���� ������� ���"�� ������� �	��� ���� �������"��� �������� �	�� �����
��� ���	 � ���$� ����������� ����� ��	 "����� "�����
	��� ��������� � �����
���� ��7� =��� (���� � 3������� �������� ��������� ������
�� ����������� �� �	����
����� �� � ���	 � �������� �	��� � $�"� � ������ �������

@� 	�������	 �� (�����  � ������� ��#���� �� ��"���� ���� �������� �������
��� �� ��� ������������� ���������� ���� ������� ���	��� ��	������ � ���
��������� � ������ (���� ����� ��#���� ��� ����������"�����$ ��������� �	���
	�"����	 �� ����� ��������� �= � =,� ��� 	������� �����������

�� ���� 
��	� �������������� ��	 ����� ��� ������
�	 �� �����"��� ��	���"��� ��	
��$����"�� �=-� =0�� )����"�� �������������� ��� ���� ��	 $������� ��	 ������� "���
��$��	���������� ���� �� $��������� ����� ���$��� � ��� "���� � ������� ����

������ �� � *E4 	�������%����� ����� �������������� ��� ������� �� ��$�����%�	
��"����� ��	 ��� �� ���	 �� ��� ���$�� ��� ��� ����"������ �� ������$ � ������
�����$ �������$ ���� ���� ���� ���������� ���������� 4�	���"�� �	��� ��� ���
$������� ��� ��"�	� ��"������ ���� � ���������$ ���������� � �������� ���� �� $��
������ �������� � �.����� � ������� �.����� @� ������� �� ��� ������������� �
���	����� ����$ �������� �������� � ������� �=0� =6� =7�� ��$����"�� �	��� ����
���� ��������� ������� ������� �������� � ��� ���$�� ��	 ��� ������ �� ��������$
$���� ��������� ���� �� ������$ ��� ������ � ���� ������ �==��

��� ���� � �	�� ���� �� ���������� � � $�"�� ������ 	����	� � ���� ��
#��� ���� ��� ������� ��#����� ��	 ��� ������ � ��� ��������� !� �� �#
�� �	�����$ ������ �� ��� ������ � ���� ���������

0�� �
������� ����
	������� 	�
	������

�� ��� ������������� ��������� ��� ��#��� � ������ ��� ��������� ������ ���
������ 	���������$ ��� � ��� ������� ��	����"��� κ� ��� ���� �������� c ��	 ���
��������� ���� τ�� �� ��� ������$� �� 	������ �	��� �� ��� ��	����"��� κ� ���$�
��� �	��� ��� ������� ���������� � ��� ���� ������������� ����������

4	�����$ � ��� ��1����� κ 	����	� � �	�����$ � ��� ��	���� !��� ���
��	��� �� �������� κ �� � ������ ����� ���� G�� �� ��� 	������� � ��� $��	����
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� ������������ *� ��������	 ��������� ���� ��� ��������� κ ��� �� ������� ��
� 	��$��� ������ �� �������� �������� ��	������� ����� �� $������ �������
��������� k �� � ����� � � ��� $������ ���������� A��������� � ����� ���������
��� �������� �� ������� �� � ��	��� ���� �� ��$����� ��	 ��������� κ ���
�� �	����	 �� � ������� 	��$��� ������ �-� ,0��

!��� ��� �������� �� ��$����� ��� ��� ������� "���� � k �� ��#���� �
���"������ ���� 	���������� �� �������	 "�� ��� ��#��� "���� � κ� 8����"��� �
��	������� ��� �� �������	 �� ��������$ ��� ���� 	������ � �� %�� �� κ ≤ 0�
@� �� ��� 
��� ������� � (����� ,� � ��������� ���� �0:� ����	 � ������������
$���� �=:� ������� ���� ��������� 	�� �� 	����	 � ����� � ������ ��� ��� �07��
����� ���� 	����������� ��� ��������� �	������� ���� 	 �� ��"� 
���� ����$���� ��	
����� ��� ��� �� ���	 �� �� 4A4A ���� ����� �� ��1����� 	��� � ������ ����
��� ��#����	 �>����"��� ��������� κ � � 
���� ���� 8��� #����	$� � � ���$� ��
κ� ���� �� ��� ������� "����� �� � $�"�� ��������� ��� �� �������	 �� ����$ � ����
	���������� ���� 
���� �������

4�� $��������� κ ���� 	����	 � ������ ��	 �� ����� κ(�r )� �� ������	 ������
	��������� ���������� � �	���#� $��������� κ ��� �� ����������	 �� � ���	���������
�������� ����� ��� $�������� k ��� �� �� ��#��� ������� � �� � ����� 	��
�������� �� ��������� ��������� � ���� ������ �� #��� ���� ��� ��	���� �� ��
������� � ��� � �����"�� ������������� ���� �� � ����� ���$�� ��	 � ������	�����
���� 	���������� ���� �� � 4��#" ���� �	�� ���� ��� 5���� ���

π(κ) ∝ exp

{
−

∑
C∈�����
	

ΨC(κ)

}
& ='

����� Ψ �� � �������� ������� ��	 ��� ��� �� "�� ���'���� ���� ���� � ������ ���� ���
�������� ���$����� !��� ������ ��"� � ���$����� � ��� ������� ��� ��	�"�	���
������� ��	 Ψi(κ) = β|κi|2� ��� ���� 	������ �� ��� 5������� 	������ � (����� -��
���� Γκ = β−1I� 4�� ��������� �������� � ��� ��#��� ������� k �� �������	
�� ����	����$ �����������$��� ���������� $�"��$

π(κ) ∝ exp

{
−

M∑
i=1

∑
j∼i

Ψ(κi, κj)

}
& :'

����� ��� 
��� ��� �� "�� ��� M ������ ��	 ��� ����	 �� "�� ������ j ���� ���$���
����� i� 	����	 j ∼ i� @� ������� �� ��� 5������� 4��#" ���	� 
��	 &542*'
���� Ψ(κi, κj) = βij (κi − κj)

2� ���$� ���� ��������� ��	 ���$����	 ������
����� ��� �������� (���� ���$����	 ���������� ���	 � ������ �������� ��������
&��"���� � ��� �"������� ������' ����� �� ������ �� ����������� ������� �:;��
@� ���������"� �� � ������� ��� �"������� ������ 	�������� ���� �� ������$ π(κ) ��
� 5������� ������ �����
�	 �� ��� �"������� ������ Γij = φ (‖�ri − �rj‖) ����� φ(·)
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�� � �������� �"������� ������� �=,�� A����� ���	 �� ��� ���������� �"�������
�������

φ(r) = c0 exp{−r/r0} &,;'

����� c0 ���� ��� "������� � ���� ������� ��	 r0 ���� � ���$�� ������ � K���������
���$��<� ���� ������� �� ���� $�������%�	 � ���� 	�>����� ���$�� ������ �� 	�>�����
	��������� ����� �� �������� �	�����$ ���� ��	 ����� 	����	����� � ���� ���$��
������ 	�>�� ���$ 	�>����$ ��	������ �� ����� �� �������� ����������

��� ���������� c0 ��	 r0 ��������$ �� &,;' ��� �������� � �������	�����
���� ������ �� ��� 	����������� "�� ������� ��#����� �� ��� ����� ����� ������
���������� ��� �� $�"�� 
��	 "������ ��� ��� ��������� ��� �	����	 �� ���������
��	 �������	 	������������ ���� �����	 ������������ ���� ��������"��� � K����������
���<� ������� � ���� �	�����$ �� ���	��	 ������ �� ��� 3������� �������#� ��	
�� 	�������	 �������"��� �� �,6� �� ��� ������ � ��"���� ���� ��	����� ��������
*������ ����������� � ���������� ��� 	�������	 �� (����� =�-�

��� ����$����� ������ � � �������� ��� �� �	����	 ��� ����������� ����
�� ���� ��� ��	��� �� #��� � �� � ������� � ��"���� ��$����� ����������
�� ���� ���� κ ��� �� ����������	 �� ����$ ��������� ������� �-6�� � ��� $��������
�� ��������� ����� !��� ��� ��	��� �� #��� � ������ � �� ����� � ���������
���� ���� #��� κ ��� ���� ��#��� 	����������� ��� ���� 	���������� ��� ��
�����
�	 �� � 	������� 5���� 	���������� "�� ���� 	�
��	 � ��� ����� �������� !���
����� ��� �� �������� ������ � �������� �������� ��

Ψ (κi, κj) =

{
β κi = κj

0 κi �= κj

�� & :'� $�"��$ ��� �������� ����$ �	�� �:��� ��� 8��� �	�� $�������%�� ���� ����
���$ � ��� ���� �� �������� ����� �=0�� �� ��� ��	����"��� κ � ���� ���� �� ���
��������� ���� � �����"�� ���� 	���������� ��� �� ���	 ���� �� � ��$�����	 5����
���� 
��	 �6;� �� ����� �� ����$ � 8��� 	���������� �	��� ��� �������� ����� ����
�������� �������	 ������ ��$��� � � $�"�� ����� ��� �� ����� ���� ���	������
�� ��$�����%���� ����	�� ��� �����"������� &�F' �������� �� ���� ���	 �� ��
������� � ��	��� ������� � ���� ���� �: �� ��� �F ������� ��� ���	� ������
� �� ������� ���������� ���� 	����������� ���"��� ��� ��� ������	 ������ ��
(����� 7�0�

�����
��	 �	��� ��� �������� � ��	���"�� ����� ����� � ������
����� � ���
������ ���� �� �����	�	 �� ��� ������������� � ��#����� ��� ����$ ��	 8���
�	��� $�"� � ���� 
��	 	�
��	 "�� � ����� �������� ����� ��� �� ��$� 	���������
��	 ���	 � ��� �������$� @� ���������"� �� � ��� �������� ��������� ����
�� ��� ����$������ �	��� �� ��	������� �7,�� ��	 ����	 �������� �����$����
���� �� �� 	�������� �:,�� *� �������� � ����$������ �	�� ���	 �� ������
���� �	�����$ � ������	 �������� � ����#���� R �� ����� ������ ���� �� 	�����
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0 = r0 < r1 < r2 < . . . , < rn = R ���� ��	����"��� κi �� ��� �����"�� (ri−1, ri)�
i = 1, 2, . . . , n �� ����� ��� {ri}� {κi} ��	 n ��� ��#���� ���� �� � "������� 	��
������ �	�� ����� ��� ��	��� ��	 ������� � �������� ���	����� �� ��#����
8�������$ ��������� � ���� �	�� �� �����$�������	 ����$ ��"������� .��� 4A4A
	�������	 �� (����� 0��� ��� ��� �7,�� �� �������� ���� ���	 �� � ���� ���������
���# ����$ ����	��	 ��$�����%���� ����	�� ��� �� ������� �-6�� @ ������� ��������
��� �� � 	�
�� ��������� ��#����� �� ���� ���� � &��������� ����' ���	� ������
���� 	�
��� ��� &��������� "�����$' �������� � ��� ������� ��#���� ��� �:-��

0�� �
������� %���
�� �
%����� �
�����
��

�� � ���	������ 	������������ ������� �� ���	 �� ��������� � ������ �������� �
������ ��� �>����"� ���	��� ��	����� ���� ��	 �� ����������� ���	������
(����$�������	 ����������� ��������� � �������� ���������� ��	 ��� ���	���
��	����� ��� ���	 � �� �	����
������� ������ �� ���� �� ��������	 �� (����� =� �
�� ��� $������ ����� � .��� 	���������� �	�� �� ��� ������� ��#���� ��	 ���
����	��� ��#���� �� ���	�	 P �� ����� ����� ��#���� ��� �� ��	����	����

���"��� ��� 3������� ������� ����� ��������� ���	����� � �� �����	�	 ��
��� ���� �	�� �� ������������� ���������� ��� #�� �����%���� ���� �� ���� ���
���	��� ��	����� � ��� ��������� ���	����� 	����	 � ��� 	���������� �
��� �������� ���������� ������� ��� ����������� 	����� �� �� ��� �	�� ���
�������� ����������� �� �������� �� 542*<�� ���� �	�� ���#� &�������������' ���
�������� ���������� ����	� ��� ����������� 	���� ��	 ��� ���	��� ��	�����
����������� ���� ���	� � � .��� 	���������� �	�� �� ��� ������� ��#���� ��	
��� ���	��� 	���� ���� ������$ ��� ��� � ��� ����	��� ��#����� (�� �:0� ��
�� ������� �� �� ��� ����������� ���� ������� ��� �� ���	 � ���	�� ���
��������� ���	������

0�� �
������� ���� �
%����

�� ���� ����� ����� �� ����$ ���� #����	$� ���� ������� � ��� ����� ���� ��
�� �����$��� � ������ �� ���� ��	R� ������ *� �������� � ���� ����� ���� ��
#��� � �� �����%�	 �� ��� ���� �r0 ��� �� ������� �� q (�r, t) = q (t) δ (�r − �r0)
��	 ��� ��������� ������ ��	���� � 
�	��$ ��� ��#��� ������� � ���� q (t)�
@��������"���� � ���� ����� ��� �� #��� � �� ����������� ������������ �� �����
���� �� ��� ����� q (�r, t) = q (�r ) δ (t − t0) ��	 ��� ��������� ������ �� � 
�	 ���
������� 	����	���� � ��� ���� ����� q (�r ) ��	 ��� ��� ���� �� ����� �� ����� t0� ��
���� �� �� #��� � ������

��"���� ������� ���������� � ����	 ��"����� �����	� ��������� � ��#���
����������� � ��� G� �� �� ������ �� ��� ����� ����������� �� ��������� �� �����
���� ��� ��"���� ������ ��	���� � 
�	��$ ��� ������� "������� � ����������� "��
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��� ������ ���� @��������"��� �� ��� �� #��� ���� ��� ����� ����������� �� �������
�� ������ ��� "����� �� ����� �� ���� ���� ��� ��"���� ������ ��� ��� ��#��� �����
����������� �� � ������� � ���� �� ��� ������� ��#����

0�� /
����

����� �� �� �������� ������ ����"���� ��$��	��$ ��� 	�������%���� ��	 ���������
����� � ��� ��#���� ���������� �� ������� � ���5������� ���� �	���� ���
���� "������� ���� �� ������ ���	 � ��������� B���#�C �.����� ���� ��� ���
#���� ���� ��� ������	 � ��"� ��� ���	���� � �� ��������� ��������� ��������
��� ���� "������� �� ���������"��� ��� ����� � 
��� �	�� ��������� ��	 ���
�������	��$ ���� �	�� �� �� ���������� 	���������� ���� ���� ��� �� ��� ��
�������� �� �:6�� �� ��� ���� ���� ���� ��� 	�������%���� �� ��	� ��������� 	������
��� ���5������� �F 	���������� �������� ���	� � � 5������� 	����������� �������
����$ ��� 	�����	 ���� ����������������

��� 5������� �������� ���� ����� ��� ���� ����	���	 ���"��� ��	 ���������"��
���� �� 	�
������ ���� ���� ����� � ����

π(x) ∝ (−α‖Dpx‖2
)

����� Lp �� � ����	��	 	�������%���� � � pth �	�� 	�>�������� ������� ���� �
���� ����� � 	������� p� 3�� ��� �������� ��� �� ��	� ����$����� ��	�
�� ����������� ��������� �:7� �7�� �� �		����� ��� �������� ���� ��� �� ��	�
����� �� � ��	������$ ������� ��� 	���� ��� ��� ��������$ ���� �	��� ���
���� 	�1���� � ������"� � �� ��� � 5������� 	����������� (��� ����$������
��	 ������������ ��������� �� ���� �"������� ��� ������������ ����������
���� �� ���� ����������� �	�������� (�� �:=� �� �� ������� � ����������$� ����
��� �� � 
�� �� ������$ ����� � �� ���$��

& ���� ��	����
���

!��� �	�� ����� ��	 �������������� �� ����� � ��� ��#���� &��	 ����� ������
�����%�����' ���� ���� ��� ������� ��#���� �� �� � �� ���	� � ������ ����
���� 	�>����� ���������� � ��� �������� ��� ��#����� ���� �� ��� �������
����������� 	����������� ��$�� �� ������ ������� ��#���� � ��������������

1�� 2
%�� �����
��#���
� 
� ���
�� ��� %������������

!� �������� ��� �	�� ����� ��	 ������������� ��$��� ��� ��� ������$ ����$����?



�������� ����	�� 
��� �	�����	 ,7

�� &���� ��������� ������! ����� ����� ��� 	�� � ����$ � ��	���	 �	�� �	���
������� �� ����������� �1������� �� ���� ��	�� $�"�� ��� ���� ��	
$������ ����������� �������� ����� ����� ���	 �� �"�	�	 �� ��������� �

 � /����������� ������ �� ��� ������� 	�����! ����� ����� �����	� ������$
���	��� ��	 ������� 	���� ��	 ����������"� &������
�	' �������� �	����
�� �������� ��$������$ ��	����� �>����� @��� ����������� � $������ ���
��$� � ���� ����$���

,� /����������� ������ �� ��� ������� �
 ��� 	�����	��� �����	! ����� �����	�
��#��� ����������� ���� "�������� �"������� ���������� � ���������� ��
$������� �� ���� �� ����������� ������ �����
� ������ ���� �� ��������# ��
������������ ����������� ��������

-� +���� �� ����� ������������! 5��������� ������������� �� ��� ���� �	��?
&�"�������' ��������� ��	 ��� 	���������� �������

(�� � ��� ������������� ���	 �� �"�	�	 �� � �����$�������	 ������� ����
�� ��� ������$ ���	��� 	��� � ��� ��������� ���	����� � ��� �����������
	����? ������ �����$� ��� ����������� 	���� � ���� ��� ��������� ���	�
��� ��	����� ��"� � �>��� � ���	����� � ��� ������������� (��������� ����
���� 	�������%���� ����� � ��� �����	 ��"��� �� ���	 ������ ��� ��� �����
���� ������������� 4��� ����� ����� �� �"�	�	 �� � �����$�������	 ���� ��	
�������� ���� �	��� ��"� � �� ���������	 �� ����� �������������� *� ��������
���������%���� � ��������� $������ �� ,�	��������� ���������� ��	 ����������
�� ��������� ���� ������� ��#���� ��� ���� �� � �� � ��������"��� ������
��	����#��$�

����� ��"��$ ����������%�	 ��� "����� ������� �� ��"� �� ������� ���������
����? �����$�������	 ��� ���� ��������"��� ������������� ������ B�������� ���
��#���� &�����	��$ �������������' �������������C � � B���������� ��� ���������
��#���� ���� �	 �� $������C� ��	 �������$ �� ��������

1�� ������3������� 
� 	�
����

�� ���� �� ���	 ���� �� ��� ������������� ��� ����������%�	� ��� "����� ���������
� ��� ������ ��$�� �� �� ������0���� �� �� ��� ����� ���� ��� ��#����	 ��	
���� �	�����$� �� ��� ���� �� ���� ��� ������� �	�� �� �	������� ���� ��� �� ��
����������� �� ����$�������� ���� � 4@8 �������� ���	 �� �� � ���� ��������
��� ������ � ������	 &� � ������ � �1�� ��������'� ��	 ���	 �� �� ������	�
@��� ��������� � 4A4A �� ��������� �� ��������

�
+�� ��	*��� 	
 ���	��� �	����	� ����*��	�� ����� �	� �	 ������ ���� ��
������ ��	��
��� ���� 5667&
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@� � ������ �������� ����	�� ��� ������ �		���"� 5������� ���� ���� ���� 5����
���� ���� �	�� ���� π(e) = N (0, Γe)� π(x) = N (x∗, Γx)� ��� ������� 	����������
��� �� ������� �� ��� ���

π(x|d) ∝ exp

{
−1

2

∥∥∥Ãx − d̃
∥∥∥2
}

&,�'

����� Γ−1
e = Le

TLe ��	 Γ−1
x = Lx

TLx ��	

Ã =

(
LeA
Lx

)
and d̃ =

(
Led
Lxx∗

)
.

�� ��� �	��� �� A� Γe ��	 Γx ��� ���� ���� Ã ��� � �����"��� ���� �������� ���
��	������ ���� 	�� �� ����� ��	 ��� 4@8 ��������� ��� �� ����� ��� ������
������	� ���� ��� ���� 	������� �� ��� ���� ����� � Ã� ��� �� ������� ��7��

+� ������ �� ���� � ����� ��$�����%���� ����	� ���	 �� ������	 � ����� �
��	����� ������ �� 4@8 � A4 ���������� 3�� ���� ������� ���	 ������� ���
������� ���� ��� ��������	 ���� ��$�����%���� ����	�� ��� ����������? ���
��������� ���	 �� ��"� ��� ����������� �������������

��� ������ �������� ���� �� ���� ��� ��
��	���� �������� �� ��� 	����� ��
	�����	���� �� �� �	������ � ���� �� ��������� � ��� ��#����� ����� ���
��������� ��� � �� �������	� ������ �� ����� � ������������ � ��� ��������"�
�	���� ���� ��$�� �� ����������� ���� ���� 	��� ������������ ��"� � ��	��
A���$��$ ��� ��� ������������ ��� ������	 �� ����$�� ��� �	�� A ��	 ��� ��
�>��� &�� ��� ��"� ����' � Ã ��	 ��� ���������� ��	 ���� ��� ��������������� �
��� ������� 	����������� +�����%���� � ������������ ��� ���� �� ������	 ��
�� ������� � ��� ���� �	��� *� �� ������� �� ���������� ����	���� ��$�����
��� ��;;��

1�� 4�������

��� �������� ����� �� ��� ������$� 	����	� � �����%������� ��	 ���� �����������
��� ������� �����
������ �� ��������� ��	 ����� "����� ���$� 	��������� �������
����%����� �� ��������������

3���� �� 	������ �� ������� � ��������� ���� ����� � ���	�� ��������������
��� ��� � ���������� �	��� �� ���������� ������ �� ������������� ���� ��"� � ���
	��������� ���������%����� ��� ���� ����� �� ��� ������	���� ����� �������
�� ����� ��������� ��������� "�� ��� ������������� �� �������	 ��	 ����������
���$�����%���� �� ���� ������	 ���

��(� �	��� ���� �	�'��	 ����	�� z �	 ���� Ãz = 0&
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8��� ��	 ��#����	 �	�����$ �� ��������� � ������������ ������� ���� � 	������ "��
������� ��#���� 	����	��$ � ���������� ����� �������"�� ��� �� ����������
��	 ����� ��� �	����	 �� ���	� "�������� ���� ��� 	����������� ����� ����
�	��� ���������� ��� �����	 �������	����� ����� ��� ��������	 	����������� ���
�����	 ������������ ��� ���� B���������C �� ���$���� ������	��$ ����� ��� �������
�� ������� ���� �����	 � �	�����$ ���������� �� ��� 	����������� �� ��� ��� �����

4	�����$ ����������� �� ��������������� ��������$ �� ��� ���� 	����������
��� 	�������	 �� (����� 7� � E������"� 	��������� ��� �� ���	 �� �,6� ,7�� 9��
#��� ���������� �� ��� ��#����	 ��� ��� �	����	 ����$ ����������� @ �������
������� � ���� � �������������� �� ��� "�������� � ���� ��"��� σ2 ��������$ ��
� 5������� �	�� �� ����������� ����� �� �� (������ -�, ��	 6� � ���� ��� ��
�	����	 ����$ � ��������� � $	 �	"����$�� @� ���	 �� (����� -�,� �� �� �
���� �����#� � "��� ���� ��������� �� 
��	 ��	 ����� ������ 4@8 �������
��� � ��#��" ��$�����%�	 ��"������ ���"��� �� �� �� �������� 	�>������ ����
���� "������� ��� ��� 	���������� � ��� ��������� ��	 �� �� � 
��	 "����� �� ��
B��������� 3����C ��������� � K����< �������� � ���� "������� �� ��	�� ���� �� ����
���� ��#����	� ��	 ���������� �������� ��	�����	 � ���� "���� �0:� 6,�� �����
�����#��$ � ��$�����%���� �������� ���"��� � ������ ������� �� ���� ��� "���� ��
	��������	 ��;�� ���� �� ��� ��� ��������� 3���� ������� �� ���$��%�	 �� ��
������������ ������� �����������	 �� ����������� ����	�������� ��	 �� ����
����� $�"�� ���� ���� ������� ������	 � ��� ������ ����� � ���$�����%��$ "��
���� �������� ����������

@� ��������"� 	�������� � ��� ��������� � �	�����$ ��������� "�������� ����
������������ �� ��� ������ � ���� ��������� �� �� �,7�� (�� ��� ��7� �� �� ������� �
����������� 	���"����� ��	 ��������� � ��� ��	�� � ��� ��"����� #������

1�� 4��
�� 
���� �������� ���
� 
��� �
� �		�
 ����
� ���


������� ���
��

��� ����������� ���� ������� ��� ����	���	 �� ��7� =�� ��$������ � ���
���� �	�� ��	����� ������	 ����� �� ��� ��#����	� ����� �	�� ��	����� ��� ��
������	 �� ��� �� ��� ����������� �����	 ������ ��	 ��� ������������� �
��� ��#���� �� ���� ������� ��� ����������� ���� ������� ��� �� 	�������	
�� ������ )�� ��� �������� �������� �	�� ��

d = Āμ(x̄) + e

����� x̄ �� ��������� �� ��
���� 	��������� 	���������	 ���������� ���� �� �������
��	����"���� ��	 μ ���������� ���� �������������� ����� �� ���� ������� ��� ������	
� ��� �����	 ��� ����



�������� ����	�� 
��� �	�����	 -;

)�� �� 
� ��� ���������� ����������� �	�� Aμ∗ ����� �� ��"� 
��	 ���
��#��� μ = μ∗� ��	 � 
���� 	��������� ������������� x� ��������� x = P x̄ =∑

j x̃jϕj � ����� P �� � ��.����� �� ��� ������ {ϕj} ��	 x̃j ��� ��� ��.�����
��1������� �� ��� ������$� �� �	������ x ��	 ��� ��� � ��1������ {x̃j}� !� ���
���� �����

d = Aμ∗x + (Āμx̄ − Aμ∗x) + e

= Aμ∗x + ε(x̄, μ) + e

����� ��� ���	� "������� ε(x̄, μ) �� �����	 ��� ������	���� ������
�� ��� ����������� ���� �������� ��� ��� �� � ����� �� ���������� ���$�����

�%���� "�� ε + e ����� �� ��
������ � ��� ����������$ "������� x�
���� �� ������	 �� �� �����������$ ��� .��� 	���������� π(x, ε, e) ��	 ��� ��#��

���	 	���������� ���� 5������� �	��� ���� ������� � �������� �����	 �	���
*����� �� �� (����� 6� � ��� ����

π(d|x̄, e, μ) = δ(d − Aμ(x̄) − e)

= δ(d − Aμ∗(x) − e − ε(μ, x̄))

����� μ∗ �� 
��	� �� �������� μ∗ = E(μ)� ��	 ε(μ, x̄) = Aμ(P x̄) − Aμ∗(x̄)� ������
�� ����� �� ��� ��#����	

π(d|x) =

∫
π(d, e, μ|x) de dμ =

∫
π(d, e, ε |x) de dε

= πe+ε|x(d − Aμ∗(x)|x).

��� ��� � ��� &5�������' ����������� ���� ������� ��� ����� � �������
���� ��� 	���������� πe+ε|x ���� � 5������� 	���������� πe+ε |x ≈ N (e∗|x+ε∗|x, Γe+ε |x)�
*� 	������� ��� ��7� =�� �; � �� ��������� �� �	�� ��	����� ���� ��	 ��;,� ��
� ��� $������ ��������� ���� ��������������

/��������� ε ��	 x ��� ��� ��	����	���� ��� �� ��� ������� ����� 	���� ��
��#� ��� �		������ ����������� π(e, ε |x) ≈ π(e, ε)� ����� ��� ���� ��"�� � ��
� �������� �	�� ���� ���� ������������ ��7��

��� ����������� ���� ������� ��� ��"�� � �� � �������� ��	 �������
������� ��������"� ���������"� � ����������� ��������� � x ��	 μ ��	 � ����$
������������� �������� �����	 &8JE' ��"���� �� �		���� � ����$ ���� �	��
��	����� &���� �� 
���� �������� 	�������%����' ������	 ������ ��� ����� 	�� �
����$ ����������"� �������� �	��� ��"� �����	 �� � �� ��$������� 4	�� ���
	����� ��	 ��#��� �������� ���������� �� ������ 	�>���� ��$����� ����
������	 �� ��;-� �;0� �;6�� 4�����$ ���	��� 	��� �� ��� ���� � ���$� ��������$
��	 $��������� E2�RE�� ���� ����	���	 �� ��;7� ��	 �:0�� ��������"���� *���
�������� "������$ ����� �� 	���� $������ ��� ������	 �� ��=� �;=�� @���



�������� ����	�� 
��� �	�����	 -�

�� ��=� �;=� ��� ������ � ���"��� ��� ����������� $������ ����� �� 	������
�	�� ��	����� ��� ���	 � �� �������� �� ��;:�� �� ����������"� �������� �	��
&	�>���� �	�� ������	 � ��� ��	����"� �������� �	��' ��� ���	 �� ��� �����	
������� �� ��;,�� �� ��#��� 	���������	 ��������� &���������$ ��1�����' ���
������	 ���� ��� ����������� ���� ��������

*���������� ��� ���� ��������� $�"�� �� ��� ����������� ���� ������� ���
�������� ��	 ���� ��� ���$���� ���$�� ���� ���� �������� ����������� �	��� ���
������	 ���;��

1�! /
����

��� ������� ����� ����� �$���� �� �� � ��	���������� ��� ����� ��	 ��������������
��� �>���� � ������ ��	�����������$ � "�����������$ ��� ����� ��� ��� ���� ��
���� ���� ���� $������ ��#����	 �	�����$� ��� (����� 6�-�

��� ������� � 	�����$ ���� ������������� �� ����� ������	 � �"���������� �
����������� �������� �� ���� �� ��� �"������� ����������� ����� �� ������
��	����� ��� ��� �� ���������	 ��	� �� �������� ���"� �	�� ��	����� ��� ��
���	�	�

' (������
����� �������

���� ���� �� ��"� ������ �		�����	 ������� �� ����� ��� ������������ ��� ��"�
���� �����"�����$ ��� ��� ��#���� ��"� ���� �������� ���� ������� � �����
��"���� ������� �� ����� ��� ��#���� ��� �����"�����$� ��� �������	 � �� ����
�������� ������� ������	� ��7� ����� �� �		���� � 	��������$ ��� ����� ���������
������� �� ��� ��������� � ����������� ����������� ��� ������	 ���� �� � $�"�
�� ������� � �� � ������� ��� �	�����$ � ��������������

(�"���� ��"���� ������� ��� ����������� �� ��� ����� ���� ��� ��#��� �� ����
������ � �����"�����$ ������� ����� ������� ��� ��� ��������� ���� �� ��� 3�������
�������#� /���������� ��"���� ������� ��� ������� ������� �� �"����������"����
�	��� �� ����� ��� �"����� � ��� ��#��� �� ��������� �	����	 �� � ���������
������� ��� ������	 ��$������ ��� ���������� ��	 �� ��� ��� $������ ��� ���
� ��� 4��� A��� ���� ��� �� ���"��� ��� ��� ������ ���	 ��$������ ���
����	 � ��� L����� ��������� ���,� ��-� �7�� @ ��"��� ���� �"��� ��� � ���
����� �� ���� ������� �� $�"�� �� ���0��

!� ��� ���� �� �� ��� ���	���$ � ��������� ������ ��	 �������$ �� �����������
������������ �� � ������ � �������� �� ���� � ������ ���� � ������ ���
������������ ��� �� ������� ����� ������������ ���� �� ��	�� ����� ���
"����� ����������� �"����� �� ��� ��#��� ��	 �����"�����$� J����	��$ � ���
��������������� � ��� ����������� ������$ ��	 �������������� ��� ��������� � ���



�������� ����	�� 
��� �	�����	 - 

"����� ����������� �"����� ��� � ��� �� �� �� �������	 ������� !��� ���
�������� ���������� ��	 ��� ������� ��	 ���	��� 	��� ���� #���� ��� ��������� �
��� "����� ����������� �"����� ���	 ��	��� � � ������ �	�������	 �����������
������� L����� 
������$ ��� ��$$����	 �� �������� �� ��������� � ��"���� ����
�������� ������� �� �,;��

8������ �� ����� ��� ������� ��#���� ��� ���������� �����"�����$ ��	 ��� ��
�	����	 �� ��������� ��������� ��� �����	 ���� ����	���� ������	�� E������� �
���������� �����"�����$ "�������� �����	� ��� ����������� �"����� ������� ��	 ���
���	��� ���� G��� ����� ��� �� ���� #��� ��	 �� ��������� �����
�	 ��
��� ����������� 	����������� /��������� ��#��� ���� ������ ��� ������� � ��
����	���	 �� &����������' �����"�����$� +� ��� ���� ���	� ��� ������� 	�>���"���
κ� �� �������� ������� 	����	� � ���� ����$� ��� ����������� �"����� T (t)
�����

!��� �� ��� 	�>������ ���� � ����	��	 ����� ������� 
����$ �� ���� � �����
"�����$ ���	��� G�� � ��������� ����������� ����������� 	���D ��� ������ ��
��� ���� �� ���� �������"������ 3������� �������� ����� �� ���� ��� ����� �������
��� �������� ��#�� �������������� ��� ������ ��� ������������� ��	 ������ ��	
��� ����	� ���������� ���� ��������� �� ��� ��#����� �� ���� ������$�� ������
�������� ��� ����$���� � ����� ����$� ��� �	�� ��� ���� �� � �� ��$���
������"����

��� ����� ��������� �������� �� ��� ����"��� �� ��� ��������� � �������"������
����������� ���� �� �� �����	 ���� ���� ������0������ ��� �� ������� ���6� ��7��
@�� ����� ��� ���"���� � ��� ��� ����� ����� �������� ������	 � ����� �������
��������� �� ��� ���� �� ��"��

!� ��� ���� ����� �� � ��.� 	�>������ ������� ����� ��������� �������� ��	
�� 
����$ ���� ��$������ �� ����� ��� ���� ������� �� &�� ����� ����������' ��#��
�� �������� ��	 �� ���	 �� � ���������� ��� ��������� ���� ������� ����	 ��
�"�	�	 ������ ��� �������� � ��� 	������������ �	�� �� ��
���	� ��� ������
��� ����# � "��� ��� ��"���� ������� �� ����� ��� ��������� ������� ���	 ��
.����
�	�

5�� 4�
������� ���� �6%���
�

� ��� ��� ������ �� ����	�� ��� ������$ ����� ����� �	����
����� ������� ���
����������� �"����� �� $"����	 �� ��� ����� ���� ������� �� �F38 &�'� ����
��� ���������$ ���	��� ��	���� q� ≡ 0� ��	 ����� ��� J�������� ��	���� ��
T� = f(t) ����� f �� � �����"�����$ ���	��� ����������� �����������$ ������$ ���
�� �������� � $�� �����

)�� �� ������ ���� ��� ���������$ ���	��� ��	���� �� �� ������� ���
���	� ��	
���� ��� �	�� �� ��� ���	��� ����������� f �� ����	 � � ���$�� �����������
���� *���������� ������ ���� ��� "����� ������ �� � �������� ��� �����
� ����



�������� ����	�� 
��� �	�����	 -,

�������� cp ��	 ��� ������� 	�>���"��� ��1����� κ ���� ��� 	������ ρ �� ������
� 0���� ��	 ��������� ����������� 	��� �� �������	 �� �����
�	 ������� � ���
���������$ ���	��� Ω� ����� ��� ���	��� ����� f(t) �� �����"�����$�

!� ��"� �� ����� ��� ������$ ������ � ���� ��	 �����������?

• ��� ���������$ ���	��� ��	���� �� �� ������� ���
���	 ��� ����� ��� �������
����������� �� ���� ���� �� Ω� �� #��� ��� �� ����"�	 ��	���� ����
�� &0'� ���� ��� ���� G�� �� ��$���"��

• ��� ����������� � Ω� �� �� ������� ��	 ���� ����� �� ��������� �����
�	
�� ��� ���$�� ����������� ������������

• !� ��� #�� ��� ���� 	������ � ��� �.��� ��	 ��� � ��������� ��$�����
�	�� �� ��� 	������� �� �������� �� #�� ���� ��� 	������ �� ����$�����
��	 ���� �� ���	 �� �	����	 �� � 4��#" ���	� 
��	 ���� ��� ���������
���$���

• !� ��� � ����� ��.����� ������� � ��	��� ��� 	�$��� � �������	���� ��	
��� � ������ ��������� ������� ���������%���� �� κ ��	 c� ����� ��� ������
����� � ����$�������� �� ������� ��������

• !� ��$�� �� ����	 � ����� �� ���������� ��	���	 �	�� �����������
�	�� ���� ���	 $�"� �����	 ���	������ �� ��� ������������ �"�� ������
��� ���� ��������������

�� ����	 �� ����� ���� �� ����� ������������� ��	 ����� ��� ��$�����	 �� ���
�	�����$� ��� �������� ��	 ����������� � ��� ��������� �� κ ��	 c ��� �� ��$���
������������ �� ����������� �� �������� ��� ��� ��������"� ���� ���������� ����
�� ������� �"�������� �� ����� ����������D *���������� �� �� �"�	��� ���� ���
���������� � ��� ������	 ����� ���� �� �����"�����$�

� �����	� ������ ���� �� ��� � ����� *E4 �����	�������%���� &7'� $�"��$
��� �����	����	��� ���������

Ḡδ(c; ρ)
∂T

∂t
= K̄δ(κ)T + Āδ(κ)T + B̄δ(κ)f &, '

�� ����� ��� �������� ��������� δ ������ � ��� ����� 	�� � 	�������%���� ��	 ����
�������������� ��� �������� Āδ ��	 B̄δ ��� ������	 � ��� ���	��� ��	������ ��	
Ḡδ ��	 K̄δ ��� ��� ���� ��	 ���>���� ��������� ��������"���� J�� � ��� �������������
��	 ������ ��� ����� �������� ��� �� ���� ��������� �� ��� ����� ���� ���� 	����	 �
��� �����%���� � ��� ����������� ���� ��� ��� ���� ������� ���1��������� ����
����� ���� ��� �	�� &, ' �� � �� ����������	 �� � ��������� ������ � 	�>��������
�������� ����� �� ���� ����� ���� ��� ������ � &, ' �� � �� ����������	 �� �

���	�� ���� ��� ���� ���������� ���	�� � ���	 ���� �	 ��
�� �	 ������� ��	�� �	� ���8	� �	����
���� ��� ����& +�� � �	� ��� ���� ����&



�������� ����	�� 
��� �	�����	 --

���������� 	���������� π(T, t) �� ���� ���� t� ��� �"����� � ���������� 	���
��������� � 	�����	�>���� ���� �	�� �� $"����	 �� ��� *##���8����# �������
���=��

!� ��������� ��� �	�� &, ' �� ������ @����� ���� ��� ������� �����������
	���������� �� #���� )�� T∗(�r, t) �� ��� ���� ����������� �"����� � ��� ����
�������� ���������� �� ����� t = tk ��	 ������� �r = �r�� ����� ��� ���	������
� ��� �	�� &, ' ���� ��� ��������� �	��� �� ��� ������	 �������� ����	 ��
��������� ���� ��� �����%���� T∗� @� �� ��� ���"��� �������� ���� ����� ���� ���
���������� π(T∗, t) �� ������"��� ��$� �� ��� t ���� ������	 � maxT π(T, t)�

)�� �� 
� ��� 	������ ��	 ����	�� ��� ��� �������� 	����	���� � ��� *E4 ���
������ � ��� ������� ��#����� ��	 ������������ ����$���� &, ' ����$� �� ��������
� ���$�� ���� �������� 2��$��L���� ������ �-:� "�� ��� ���� �����"��� (tk, tk+1) �
$�"�

T (k + 1) = F (κ, c)T (k) + B(κ, c)f(k)

+ C(κ, c) + W (k) &,,'

����� Wk �� � ��������� ������ ����� ����� ���� $�"�� � 
��	 T (k)� T (k + 1) �� �
���������� 	����������� ��� �	�� &,,' �� �������	 � �� ��� -����. ��������� 	����
���� ������� � ��� "������� T (k)� �� �� ����� �� � ������� ����������� 	����������
T (t) �� ���� tk� ��� 	���������� � T (k + 1) ����	 �� ��������� ���� ��� ������
����� T∗(tk+1) �� 	�
��	 ��"�� !��� ��� �	�� &,,'� ���� ����� ���� �� ��"� �
�� ���� � �	�� ��� ������ W (k) ����	��$���

5�� 4���� �	��� ��	���������
�

@ �������� ����������� �������# �� 	�����$ ���� ��#���� ���� ��� �	����	 ����
��������� �������� ��	 ����� ��� ����"�	 ������ 	������� � ��	�������� �� ��� ����
����	���� 
�	������ �� ���� ��������� ��� ��#��� �� �������	 � �� ��� ����
������� � ������ ��� ����� *� ��������� � ����� ��������� ��	 L����� 
������$
����� �� $������� ��� �� ������� ���-� ��7�� *� ��� $������ �������� ���5�������
���������� ��� ��� �� ��	 ����� ��������� ���� ��"���� �������� ��� ��7��

�� ��� ������$� �� ����	�� ��� ��� ����� ��������� ������� ���� ��� ���
���� ����������� �� ���� �� ���	 ���� ����� ���������� ��� �� ���������
�� ��� $������ ����� ��������� �������� ��� ��� ��������	 ��������� ����	����
��� ����� ���� ��� ��"�"�	 ��	 ���� ��� ����� ������������� � ��� �������
��� ����$��

��� ����	��	 	������� ���� ���� ���� ������������� � � 	�������� ������ ��
� ��� ���

xk+1 = Fk(xk, wk) &,-'

dk = Gk(xk, vk) &,0'



�������� ����	�� 
��� �	�����	 -0

����� wk �� ��� ���� ����� ������� ��	 vk �� ��� ���������� ����� �������� ����� &,-'
��	 &,0' ��� ��� ��������� 	���� ��	 ���������� 	����� ��������"���� !� 	 ��
����� ��� ����� ���������� ����� ����� ��� ���������� ��� "��� ������� �������
��$ �� 	�>����� "�������� � L����� ���������� ��� �� ������� ���-� ��:�� �� ��1���
���� � ����� ���� ��� ��������� � �������� ��� ������	 � �� #��� ��	 ���� ���
����� ��	 ����"���� ���� �������� ��� ��������� ����������	 ��	 ���� ����� &����
�	 �	��� ������� �����"�����$' ���������� ��� #���� 9�	�� ����� �����������
��� ����� ������ �� � 
��� �	�� 4��#" ������� ��� 
��� �	�� 4��#" ����
���� ����������� �������"� ��$������ �� ��� ����� ��������� ������� ��� L�����
��������� ���� 
��� 	���"�	 �� ���,��

5�� )�������
�7 3������� ��� �

�����

*������� ��� ����� ��������� ������ �� � ������ ��� 	���������� � � �����
"������� xk ∈ R

N $�"�� � ��� � ����"����� dj ∈ R
M , j ∈ I ����� I �� � ��� �

���� ��	����� �� ����������� ��� ��� �� � ������ ��� ������	 ��	������ ����� ��	
�"��������� 9������� I �� � ����$��� ��� � ��	���� ��	 �� 	���� D� = (d1, . . . , d�)�

!� ��� ���� ����� ��� ������$ ���� ����� ��������� �������?

• +���������! A����� ��� ��	������ 	���������� � xk $�"�� D�� k > ��

• 2��������! A����� ��� ��	������ 	���������� � xk $�"�� D�� k = ��

• ,	�������! A����� ��� ��	������ 	���������� � xk $�"�� D�� k < ��

��� ������ � ��� ����� ��������� ������� �� ������ 5������� ����� �� �������
������	 �� �� �������$ ��� L����� 
������$ � ������$ ��$������ ���� ���
����	 � L����� 
������$� ����� ��� �������"� ��$������ ��	 ��� �� ������ �����
����� ������ � ����� ���� ��$������� �� ��� $������ ������ �� ��� ��� �����
������� ��� 4A4A ���� �������� 
������$ ��$������ ��	 ��� ���������� �����	�	
L����� 
������$ "��������

5�� 8�� ������ +�%����� ����

*� ������ 5������� ����� ��������� �������� ��� ������� 	�������� ��� 5�������
��	 �� ��� ���	� � ������ ��� ��	������ ����� ��	 �"��������� !� �����
��� ����� ����� ������������� �� ��� ���

xk+1 = Fkxk + Bkuk + sk + wk &,6'

dk = Gkxk + vk &,7'

����� uk �� ��� ����� ������ Bk ��� ������	 ����� ������� �	�� &�� ����������'�
��	 sk �� � 	������������ ���� ���� ��� �� 	�� �� �� �������� ��%�� ����� ����
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����� ��� ���� sk ����������� ��"�� ������� �� ��� ���������� �����$� �� �� �����
������ ��%�� �� ���� ��������

*� ����� �������� ��� 	�������� ��	� �� ����������� ��� ��	������ ���� &����
���� ���� ������' ���������� ��� �� ������	 ������������� *���������� �����
��� �� ������	 �������"��� ���� ��� L����� 
������$ ��$������ )�� �� 	����
E(xk |D�) = xk|� ��	 cov (xk |D�) = Γk|�� ��� ����	��	 ��������� 
��	 L�����

���� ��	 ��� &�� ����' ���	���� ��������� ��#� ��� ���

xk|k−1 = Fk−1xk−1|k−1 + sk−1 + Bk−1uk−1 &,='

Γk|k−1 = Fk−1Γk−1|k−1Fk−1
T + Γwk−1

&,:'

Kk = Γk|k−1Gk
T
(
GkΓk|k−1Gk

T + Γvk

)−1
&-;'

Γk|k =
(
I − KkGk

)
Γk|k−1 &-�'

xk|k = xk|k−1 + Kk

(
yk − Gkxk|k−1

)
&- '

����� xk|k ��	 xk|k−1 ��� ��� ��	������ ����� � ��� 
������$ ��	 ���	����� 	�����
����� ��������"���� ��	 Kk �� ��� �������	 L����� $���� E������� &,=�,:' ��� ����
�����	 ��� ��	� ����� ����� �������� &-;�- ' ��� �����	 ��� 	�����	��� ������

@� ���	 ��"�� ������ ���$��$� ������� �� ������� ��������� �������� ���
������� �������� ����� �� �������� �"�� ���� ��� ����� ��������� ��� �� ������	
����	������ ����� ��� ����"���� yt� *���������� �� ��������� ���� ��������� ���
��������� ��� ������� �� ������	 ��������� >������ ��� �� ����"��� �������
�� ����� �� ����� ��� ��� 0������ �	������ xk−h |k� ����� h > 0 �� ��� ��$ �� ���
��������� ��	 ��� 0����������� �	������ xk | t

F
� ����� t

F
�� ��� 
��� ���� � ���

����"������
�� ���� ������ ��� �����	 ��������� ��� ���� ������	 � ��� ���������

L����� 
�����	 ���������� 	����	� � ��� "����� ����� ����� �	�� �� � ������
���� �� ��� ����� ��� 
�����	 �������� ����� ������ � 	���� ���� ��������� �����
�� ���$��� ������ �� ��� �����	 ���������� ���� �� ������� ����"�� ���������� ��
����� �� ����� ��� ����"���� �	�� �� �� ������������ ��������"��� ��	 ��� �����
�"����� �	�� �� �� "��� ��������� !��� ���� �� ����� � ��� �������� �� �����
��� ������������� ��� ��$��
���� ��	 ���� var ‖xk‖ � var ‖wk‖ 	�� �� �����������
��	�

5�� &
������� �
�-+�%����� �����

��� �������� 3�	� 0���� ��$������ &EL*' ��� � ������ � ��������� ���� 	 ��
������ ��� ��������� ���������� *� ���� �������� ���"��� ��� EL* ��$������
��"�	� �������� ����� ���������� *� EL* ��$������� ��� �� ������� ���-� �7��

��-� ����� ����� ��� ��)��� �����		� ��	*��� maxπ(yt|xt) � �	� ���*��
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��� �	�� �� �����	�	 L����� 
����� �� �����$�������	? ��� �������� ������$�
��� ����������	 ���� ��� �1�� ������$� $�"�� �� ��� 
��� �� ����� � ��� �����
��������� !� ��� ���� ��� ���� � �����	�	 L����� 
���� �� �� ��������� 
��	
��	 ��"���� ��"��� � ��
������ ��� �� �������	 � ���� ���� ����� ��� ����� �� �����
��� �������%���� �� ������	� ���� �� 	����	 ���� x∗

t � !� 	������� ����G� ��� �����
��� ���� "������� � ��� �����	�	 L����� 
������

�� ��� ����� ����������� �������� ��� ������$� Ft ��	 Gt ��� �������%�	
�� ��� 
��	 &�������"������' ����� x∗

t ≡ x∗ � ���� �� ��"� Ft(xt) ≈ Ft(x
∗) +

JFt|x∗(xt − x∗) = bt + JFt|x∗xt� ��	 ��������� �� Gt� ���� JFt �� ��� N������ ����
���$ � Ft� ��� �������� �����	 $���� �������%���� �� ���� ��� N������ 	�� ��
��"� � �� ��������	 	����$ ��� ��������� �� �� ����� ���� � $	 $���� � ���
B���� �����C x∗ �� � ������������ �� ���� ����������� � �� �����������

��� "����� � �����	�	 L����� 
���� ���� �� ��� ������ ���	� �� ��� ���
�� ����������� �������� �� ����� "����� ��� ������$� ��� �������%�	 �� ��� ����
��������� �"������� ����� ���������� ������ ��� ���	����	 � ��� 
�����	 ������ ����
������������ ��� ����������� � ��� N������� �� ���� ���� �������� /�� ���� ���
�������%���� �� ��� ���������� ���	�	 �� ��� ���� ��	��� ���� ��� ���	���� xk|k−1

�� ������	� ���� ������� ��� �� ��� ����������� ��	���� *���������� �� 	��
�� ��"� � ���������� ��� ����� ���� ���� ��� ����� ��������� ��� ������	�
��� ��������� ��#� ��� ���

xk|k−1 = Fk−1(xk−1|k−1) + sk−1 + Bk−1(uk−1) &-,'

Γk|k−1 = JFk−1
Γk−1|k−1JFk−1

T + Γwk−1
&--'

Kk = Γk|k−1JGk

T
(
JGk

Γk|k−1JGk

T + Γvk

)−1
&-0'

Γk|k =
(
I − KkJGk

)
Γk|k−1 &-6'

xk|k = xk|k−1 + Kk

(
yk − Gk(xk|k−1)

)
&-7'

��� �������%����� ��� ���	�	 ��� �� ��� ��������� � ��� �"�������� ��	 ���
L����� $���� ���"��� �� ��� ��������� � ��� N������� �� ������ ���� �� �����
��� Gk(xk|k−1)� ���� ��� �1�� ������������ ���	 �� ���	 �� &-,' ��	 &-7'�

��� ����	 "����� �� ��� ������� �������� 3�	� 0����� @����� ���� ���� ���
����� �"����� ������� �� ������ ��	 ���� ����� ��� � ������� �� �������$ ���
���	����� �"��������� ��	 ��� ��� ����"���� �	�� �� ��������� ��� �	�� ��
������� ��������	 ����	 � ��� 3������� ������������� � ��� L����� 
����� �
#��� ��� ��������� ������ �� ��� ���� ��� ����������� ��	��� �� ����"����� � ���
��������� � ��� ��	������ ���� �������� �� ��� ����� xk $�"�� ��� �����������
������ (d1, . . . , dk)� ����� �� E(xk |d1, . . . , dk)� �� (����� -�, �� ��� ���� �� ���
5������� ���� ��� ��������� � ��� ���� � ��� ������� 	������ π(xk |d1, . . . , dk)
�����	�� ���� ��� ��������� � ��� ������� � ��� 	������� �� ��� �� ����
���� �� ��"�

π(xk|d1, . . . , dk) ∝ π(dk|xk)π(xk|d1, . . . , dk−1) &-='



�������� ����	�� 
��� �	�����	 -=

����� ��� 
��� 	������ � ��� ��$�� ���	 ��	� �� ��� ��#����	 	������ ��	 ��� ������
�� �����	 ��� ���	����� 	�������

@����� ���� ��� ���	���� �"������� Γk|k−1 ��	 Γvk
��� �����"� 	�
���� �� ���

k � ���� ��� A����#� ������%����� Γ−1
k|k−1 = L2

TL2 ��	 Γ−1
vk

= L1
TL1 ������ �� ��

���� ��� ������%���� � ��� ������� 	������ �� ����"����� ���� ��� ������%����
� ��� ������$ ���	����� ��������� � ���� �� ��� �����

xk|k = arg min
x

{‖L1(yk − Gk(x))‖2
2

+ L2(x − xk|k−1)‖2
2

}
&-:'

����� ��� �� ��"�	 �� ������� ���� ��� 5�����/���� ��$������ ����� �� ���
�������	 �����	�	 L����� 
����� �� ���	 ������ &-,�--' �� ������ ��� &-0�-7'
���	 �� �������	 �� 
��� �������$ ��� �������� xk|k �� ������%��$ &-:' ��	 ����
�������$ Γk|k ��� &-0�-6' � ���� ��� N������� JGk

��� ��������	 �� xk|k� ���
���� � �������� ����� �"����� ������� �� �� ������	 ������ � ��"��$ � ���
������ 	�>�������� &	�>������' �������� ��� �"������� � ��� ���	���� �"��������
���"��� ��� ���� �� � ����� ������ ������������ ���� �� ���� ��� �� � ������
��	����#��$� ��� �� ;� �� �� ������� ���� �� ������	 � ��	��$���� G���

5�! 4���� �	��� ������3����
�

�� ��������� ������� �� �� ������� ��� ���� ���� �� � ��� � ��� ����� ����� �����
�� �� ����� ��������� ��#���� !���� ������� �������� � ��� ����������� ������ ���
	�������� ��� ����"���� �	�� ������"��� ����������� ��� ����� �"����� �	�� ��
������ ���������� � ��� �������

�� ��� ����� ���� �����%���� ��������� ��� ���# �� � �������� ��� ��	��
������� ���������� �� ������� �� ��� ������� ��#����	 ����	� ���"��� ��
��� ��#��� ���������� ��� ������	 � �� ��	��������� �� �� ������� � ��$����
��� ����� "������� � �����	� ��� ��#��� �����������

J���� ��� ��#��� �������� ���������� ���� ��� � �� ��������	 �� μ� (�"����
���������� � ��� ����� ����� ������������� ��$�� 	����	 � ��� ���������� μ� @�
� ������� �������� �� ��$�� �� ���� � ������� ��� �	�� Γwt ≡ σ2

wI ��� �����
������� � 
��	 σ2

w� ��	 ���� ��"� � ��� �� ���� � �	�� π(μ) ���� μ = σ2
w�

��� �	�� �� � ������ ��� ��#����	 � ��� ����"����� Dt
F

= (d1, . . . , dt
F
)

$�"�� ��� ���������� μ ��	 ������%� ��� ��#����	 ���� ������� � μ� ���� ���

max
μ

π(Dt
F
|μ). &0;'

��� ��#����	 	����	� � ��� ��#��� ����������� *� �������� ����	�� ���
���� �� ����� ��� ������� ����� 	���������� �� #���� ����� �� ��� ���� � � ������



�������� ����	�� 
��� �	�����	 -:

5������� ������� ��� ��#����	 π(Dt
F
|μ) ��� �� ������� �� ��� ��� ���7�

π(Dt
F
|μ) = C − 1

2

t
F∑

t=1

(
log |Γt|t−1| + et

TΓt|t−1et | μ
)

&0�'

����� C �� � �������� | · | 	����� 	���������� � � ������� et = dt − Gtxt|t−1 ��
��� ���	����� ���� ��	 ��� ������ (·|μ) ������ � ��� "�������� ��	 ����� ����
�"������ ����$ ���������	 ���� ��������� μ�

����� ��� ������� ���� ���������� ���� �� ��� ��#����	 ���� "����� �����
� ��#��� ����������� ���"��� ��� ���� �� �� ��������� � ��� /���� �
������/���� ���� ����	� ���� ����������� ����������	 $��	����� � ������
��� ������� � &0�'� @ ������������ �������� ��$����� �� ��� 3*5( ������/����
��$������ (�� ��������� ����	������� ��� $�"�� �� ��� $������ ����� ����� ����
������� ��	 ��� 	������ ��� �� ���	 �� ������� �� �� ��� (�� ��� ��  � �� ���
���������� � ��� �����������������%���� &E4' ��$����� �� ���� �������

5�0 ,		�
 ����
� ���
�� ��� 
��� ���%���
� �� �
����-

��
���� 	�
����

��� ��������� � ��� ���������� ����������� ���� ������� �� �����������
��"���� ������� �� ����	� ��� ���� � ���� ������ @� ���� ��������� ��"����
�������� ��� ������� �� ������� ������"��� �����$�������	 ��� ��� �� ��	��� ��
��� ����� ���� �� �$��� ����� �� ���������� �	�����$ � ��� ��������������

��� ����������� ����������� ���� ������� ��� 	�"����	 �� �� ,� ��;�
� -�� �� ����� ������ ����� ��������� ��	 �������� ����� ����� �	����
����� ����
���� ���� ���� ������	 � ���� ��������� ��� 	�������	� ���� ������� �� ���������� �
���	���$ �	�� ��	����� �� ���� �� ��$ ���� �������$� 3�� ��� �"����� ��	 ��
���"���� �	��� ��� �	�
�	 ���� ����������� ����� ��� �������� ��� �������
��� ������� 	�"����	 �� �� 0� � ;� � ����� �� ��������� �������$ ���� �	�
�
����� ����� ��"�"�� �������"� ����������� � ���������� � ��� �����������
���� ����� ��� 	��� �� ����������	�

!� ������ �$��� ��� ��������� � ��� ����������� ��	 ���������� � ��� �	���
���� �������� *� �� �������� �� ����� � ���;� �� ����� ��� ��������� � 	�>���"���
��	 �����
� ���� �������� �� ����	���	� �� �� ���� ���� �� ����������� ����� ���
�� ��#�� ��� ������ ��������������� ���� ���� ��������� ��� ��$��
������ "�� ��
��������� ��	 �� �� ����������� ��������� � ���"�� ��� ���� "����� ��� ��� ��������$
�	���



�������� ����	�� 
��� �	�����	 0;

�) ��������
��� ����	��

@� ���� ��� �������"� ����	�� ����������� �1������ � �����������	 ��������� ��
�������� �� ��������� ��� � �� �"������	 �� ��� ��������� ����� �� ���� ������ ��
	������ �	�� ��	����� ��	 ���� ���� � ����	��$ �� �"������� � ��� �����	
���� ��	 ����	������� �� �����������$ 4A4A �������$�

�9�� �
��� ���%���
�

�� (����� :� �� �������	 � �	�� ��	����� ������	 ������� ��	 	�������	 �� ����
�� ����$ ���� �	�� ��	����� �� (����� =�0� ��� ��� � ��	���	 �	��� ������
4A4A �� 	�������	 �� (����� �;�6� !� �� 	������ ����G� ��� �	�� ��	����� ��
������	 ��� @ ���������� ������� � �	�� ��	������ ���������� �� ��� ������ �
	�������� �������� ��� �� ���	 �� �� 6��

!��� �����	 ������� ���� ��� ��	���	 �� 8JE<� ��	 ��� ������	 �3F8<�� ���
��� �"��� ������� �� � ��� ����� ������� @� �� (�����  �0� ����	�� ���

���� ������� ����������� &7'� �� �������� ��� 
���� ������� ������ ����
���� ����������� ��� 	����	� � ��� ���������� ���� ���	 &�� ���� ��� 	������ ��
�	����	 � ��� ���� ����������� $��	�����'� ��� 	������� N ��	 ��� ����$�����
����	 ���	 � ��"� ��� ������ � +JE��

����� ��� 	������� N �� ��� �"��� ���$�� �� �	�� ��	������ �� �� ��� ���$��
� ��� ���� ����� δt = tk+1− tk� ��� ����� � 
���� ������� ����	� ��	 ���������
����	� �� +JE<� $�"� ���� ��������� � ��� ������� ��� ����� ��� ��� �� �
&������� ������������"�' ��������� ��� ���������� �� (�����  �0� �� ��������� �������
���� "�� ��� �������	 ���$� � �������� ��	 ���� ���������� ��"� � �� ������	
�� � 
�	 �� ���� ��� ������ ����� � ��� �����	 ��"����

+�� ������� � ��� ���������� � �������� ����� ���	 �� ���� ��� �������
������ "�� ��� �������	 ���$� � �������������� ����	 �� ������� ���� ��� ����	��	
	�"����� � ��� &�		���"�' ������ ���� ���� ��������� ���	 � � "��� 	���� 	�������%��
��� ��	 	���� ���� �������$� J�� � ��� ������ � ��"���� �������� �� ��� �	��
����� ��� ���$�� ����� ���� �� ����	��	 	�"������ ��	 ���� ��� �� ��#�� ��� ���
���� �� ��� ���� ����� �� � ��$� ���# ���� ��� ��������� ��	 ���� ��������� ���
��$��� ������	��$�

��� ������	 ����� ���� ���"��� �� ���	��	 �� � � 	�$��� �� ��������	 ��
(������ =�0 ��	 �� ��� ���������� $�"�� �� (����� :�7� �� ���� �� ��� ����	� ��
(����� �;�6�

@����� �	�� ��	����� ���� �� � ����� ��� ������� x̄ �� � ��.����� x ��
� ������	��������� ��������� ���� ���

x̄ ≈ x =

p∑
k=1

xkϑk &0 '
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��� �	�����	 0�

/��������� ��� ����� {ϑk} 	��������� ��� ��������������� � x̄ ���� ��� �� ������"�	 ��
������ F��� ���� ���� 
���� ��������� �� �������� ��� ����� {ϑk} �� �	����	 � ���
*E4 ����� �������� ϕ� �� ��� ����� ���� ϑj ��� �������������� �������� � &�����
�' ��� �������� ���	 � �������� ��� *E4 ������ ���� ������� ��#�� �� ����
� ������ ��� ����$���� �� ��� "��������� ���� @ �������"�� ��������$ �������
�� ����� ��� *E4 ����� �������� ��� ��� "����������� �������	� �� ������	 � ��
��"���� ������ �� �� 7��

��� ����� ����� �� ������� ������	 �� �������$ ��� ���������� ����� ������
����$����$ ����$� ��� �����	 �	��� ��	 �������$ � ����� ����� ����� ���
����� � ��� ��������$ ������� 8����� ����	� �� �������$ ��� ������ "��� ������
�� ����	�$� ��� $ �� ���� 	�>����� ������ +�� "��� ������ ����	 ��
� ������ ��� ������ �� ������� �� ��� ���������� ������� ����� ��� ��������$
������ ��� ��"����	 � �� �1����� ����� �� ����� � � ���$���� "���� 	���������
&(FJ'� ���� ����	 $�� �� ���� ������ �����	��$ ����� ���$��� 	���������
&8+J' �6=�� ��������� �������� �������� &8A@' �6;�� � ;�� L��������)�"� &L�)'
�������� �-6�� ��	 ��������� ���$��� �������� &E+*' �6 �� 	����	��$ � ���
���������

�� �� =� � $���	� �������$ ��$����� �� ������	 � 	�������� ���������� ����
��� ������� � ��	��� ����� ������� ������	�� ��	 ��	���	��	�� ������� $�"��$
�� ��$����� ���� �� �������� �� ���$������� �������� @� ������� �� $�"�� �� ���
������� 	���$� ��	 �������� � ���� ��	����� 
���

��� (FJ ��"�	�� ����$�� ��� ��	��	��� 	��� ��	 $��	�� ��� ���� �� 	���	��$
�� ���� ����� "����� � ��������� �� ����� ��� ��������$ ����� ��� �� ���� �
�� ������ �� ��� ����� ���� ��� ������������� � ��� ������ �� ��� ����� ��	����
������� ���� �� ���  �����

��� ������� � 8+J �� �� ������ )�� �$��� x̄ ∈ R
N �� ��� ����������� �� ��

&0 '� ����� N ��$�� �� � ���$� �� �� �������� @����� ���� ��� ���� �	��
π(x) �� ��� ��#��� �� ����� ���� 
���� �"������� ������ Γx� /�� ���� �� 	
�� ������� π(x) � �� � 5������� 	����������� )�� ��� ��$��"���� 	��������� �
Γx ��

Γx =
N∑

k=1

λkϕkϕk
T

��	 ��� ��� �	����$ �� ���� ���� λk ≥ λk+1 �� ��� k� �� ��� �� ���� ���� �� ���
����� �� &0 ' �� ����� � ���� ϑk = ϕk� ��� ����������� �� &0 ' �� ��� ���� �� ���
���� ������ ����� �� ��� p� ���� ���

E‖x − x̄‖2 = E

∥∥∥∥∥x −
p∑

k=1

〈x, ϑk〉ϑk

∥∥∥∥∥
2

���	�� ���� 
	� �������� �������� ��� ��!���� ����� ���	��	��	� � �/������� ��� ���
�!������� ���	��	��	�&
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������� ��� ������� �� �� ��� ϑk = ϕk� ���� ��	� �� ��� p� �� �� ��� �������� �
���� ���� ��� ����������� x̄ ∈ Sp ⊂ R

N � ���� ��� x̄ �� ����������	 �� � ��������
� 	������� p� ��� �� � "���� �� R

N �
�� � ���	�� ��� ������	 ����������� ���� 	�� � ��� ��������� � ��� ������

�������������D *����� ��� ���� ���� p = N � �� ��"� x̄ = x ����� ��� ��$��"�����
{ϑk} ��� �������� ��	 ��� � ������� ��� �� R

N � A���	�� �$��� ��� ������
�		���"� ���� �	�� d = Ax + e� ����� �� ��� �����

x =

p∑
k=1

〈x, ϑk〉 +
N∑

k=p+1

〈x, ϑk〉 = x̄ + x̃

��	 �������

d = Ax + e = Ax̄ + Ax̃ + e

= Ax̄ + ε(x) + e

���� ����� ���� ��� �>���� � ��� ��������	 ������ ������������� �� ��� ��#���
��� �� ���	��	 ������ ��� ����������� ���� �������� ��������	 �� (����� =�0�
��� ��"� ��	 �� ��� �������� ����� {ϑk}� ���"��� �� �� ��"� ��� ϑk = ϕk�
��� �"������� � ε(x) �� ������%�	� ���� ��� ��� ����� ��	 ����������� ���� ��
��	���	�

�9�� $
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3������ ��������� � ��� �����	 ��� ������� ������ ���� ���� � ��� 4A4A�
��� ����	 � ��� "����� ��������� 	����	� ���������� � �1����� ������ � ���
$"�����$ 8JE��

*� *E4 ������ � *J4 $��	� ���� �� � ���� � ������	� � �	��� � �� 3E4
��������� ���� �� � ������	� � ��������� �1����� ������ � ��� ������� &6' ��	
&=' ��� �� �������	 �� 
��� ������%��$ ��������� *�  �	��������� �������� �1�
����� ������ �� *E4 � *J4 �� �����"�	 �� 
��� �������$ �� � ���	��	�� ��	���
��$ ���������� � ��� ������ ������ ������� �����	 �� A����#� �������$ �� :�
��	 ������� *� ,�	��������� ������� ���� 
�� ������� �����$��	 ��"��� ���
��$��
������ ������� ��	 ��� ��"�	� ������ � ����� ������� �� ����� ������ ����
��� �� �����%�	 ������ ��� 4A4A � 	������� "����� ������ ���� �� 7�� !���
�����	����	���� �� �"������	 �� ��"������ ����������� ����	� ������� � ����
�������� ����	� &*44' ��,;� ��� �1����� �0���

!��� ����$��$ ��� ������������� ��������� �� �� �������"� �����%�� � 4A4A�
� �����$�������	 ������� �� � ����� ��� ������ �������� �� ���� ��������� ���
�"��� �� �� ��� �������� � 	������� �������� ��� S2 ������%���� �� 3E4� ��	 ���
A����#� ������%���� �� *E4 � *J4 �� :�� ���� $��� �� ����������� �1�������
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@�� ������� �� 	����� ��	����$ � ��������� ����$ ��� !	���� ������ �,-� ���$�
���� �� ����������� �������� �� ��� ��$ �����

3�� *E4 ��	 3E4 ���������� ��� ���� �1����� ���������� � 	���"���"���
�� � *E4 ���������� ������� �� ��� N������ ��� �� �������	 ����$ ���
������� �� ��� ������� ����� ��,��� �� 3E4 ����������� ���������� �� ���
*�T���� 	���"���"� � ��� �����	 ��� ���� �"������� � ��� $��	���� ���� ���
����� � ��� ������� �� ��"��$ � �����$���� ������� ���� ��� ������� 3E4
�������� ��, ��

�9�� )���
	%����
��

A�������� � 
��	 ���������� ���	�	 �� ���� ���� � ��� 4A4A ��� �� �������	
��� �� ��������%����� �� ����������� $��� �� �1������� *� *E4 ������� ���� �

��	 ����� ��� ������ ��� ��� ������������� ��������� � ������ ������ ���
�� ���������	� �� ��� ��� ���	��	�����	����$ ����������� �� ��"��� ����	 �
3E4 � *44� ������������ ��	 ��������� � ��� ���	������� ������ ��	
$������� ����� �� �������� � ��	����$ �1����� �	��

!��� ����$ ���� ����$���� �� ��� �����	 ��� ��,,� �,-� � �	�� ��	������
����� ��� �� ���������	 ���$ ���� ��� �������	 ���� �	�� 	�������	 �� (���
��� =�0�

A���������� ��� � �"�������$ ��� ���� 	���������� �� ���� ��$�����	� ���$�
�� ��� �� ��$��
���� ������������ ��� �1����� ����	� �� ��� �����	 ��"�� ��	
��#����	 �"������� ��"� ���� ����������	� *� ���� �	��� ����$ ���$����	
���������� � ���� ������� ��������� �� �� ���� �������� � ��� �1����� 	��� ������
����� ���� ���������	 $������� ������

�9�� �/�/ 	�������������

8�������� ��������� $�������� � ����� � 
���� ���$��� � �� �"��� ������� ��?
�� ���$� 	�� Ns ���	 � �� �� ��������� �"������	 "�� & 0' � �� ��1�������
��������D !���� ��� ������� ����� ������ $��������� 
���� "������� �� ���������� ��
$�"�� � ���� � ��� ��%� � ��� "������� �� ��������� (��������� ��� ��$	�� ���������
� � 
���� ����� ��� �� ��������� � ���� ����� ������� ��� ����	��� �>��� � ���
�������$ ������ ��	 ��� ����� ��� �� �� �>����"��� ����	������� ������� $�����$ ����#
�� � �	� � ��� 	���������� ��	 $�"��$ � ���� � ��� �������� � ���� �	���
����� ��������� ������ ���	 � �� 	��$���	 ��� ��� ����������� ��������������

� � ���$� 	�$��� ��� ������ � 	����	���� � �������$ ����� ��� �� ����$���	
�� 	�����	��$ ��� K�������<� ���� ��� ������$ ���� ��� m ������� �� ��� ��$�����$
� ��� ����� ����� ��� ����� ��� ����� ��	����	��� � ��� �������$ ����� ��,0��

��������� �� ���� ����	 � ��� Ns �������
{
x(i)
}Ns+m

i=m+1
�



�������� ����	�� 
��� �	�����	 0-

@ ������$� ���� ��� �� ��#��� ������������ ���� 	���$$��$ �	�� �� � ��� ����
����� ������ &��������� � ��� �	�� ∼ 10' ����$ ��� ���� 4A4A ��$����� ���
�������$ ��� ���	��� ����� �������$ ������� ��� ������ � ��� ����� $�����$
����# �� ������� �	����
���� ���� ���� ���� ���� � �� ������� �� ��� ���� ���	
���� 	��$����$ ������� �����%���� ��$������ ��"� $� ����# �� � ���� ����
���� �	��� �� ��������$ � �������$ 	���������� ��� 	�������	 �� ��,6�� ��� ������
���� � ��� ������� g �� ����������	 �� �������$ "�� ���� ������

ḡNs =
1

Ns

Ns∑
i=1

g
(
x(i)
)

&0,'

��	 ��� ������ "�������

σ2
Ns

=
1

(Ns − 1)

Ns∑
i=1

(
g
(
x(i)
)− ḡNs

)
&0-'

��	 ����# ���� ��� �����"��� ḡNs ± 3σNs ������������� "������ !� �������� Ns �����
���� ����# �� �����
�	� ���� $�"�� � ����# �$����� �������� ������� ������� ����
4A4A �����	��$ 	����	���� � ��� �������$ ������ ��� ���������� � ��� ����� $���
���$ ����# �� ���� �	��� ���� ���� ��������"� �������$ ��� �� �����	 ��� B����
��$ ������C ������� ��,6� 6:�� ��	 �� � $	 ��������������� ����# � ��$	��
���������� +� ������ ����� ����#� ��	����� ���� ��� ����� �� �����$ ��	 ��"��$�
��$ �� 	����������Q ���� 	 �� ��"� ���� ��� ����� �� ��"��$��$ � ��� �������
	����������� � ����# ��"��$���� � ��� 	�����	 	���������� �� ���� �������
������������� � ��� 4A4A ���� ����	 ��"� � �>��� � ��� ����������� 	������
������ ���� �� "�����$ �"� ������ ��	 "����� ���� ��� ����� ���������� ��� ��	��	
������$�	�

�9�� ':������ 
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E1������ � �� 4A4A ��$����� ��� �� �������	 �� �� ����#�� ��� ������ ����
�� &0,' ��"��$�� � ��� ��������� "���� E(g(x)|d)� �� Ns ���������� ���� �� ����
�� & 0'� @����$� �� ��� $��������	 ���� E(ḡNs) = g ��	 ���� limNs→∞ ḡNs = g ��
��� ������� ����� ������ �6=�� ���� $�"�� � �	�� �� �������� ���� �������� �� ��

���� Ns� �� �������� ��� �������� ���	� � �� 	��������	 ��� ��� ������ �����
��� �� 	�� ����$ ����	��	 ������� ��� ���� �������

(���� ��� �������� � ������
{
x(i)
}Ns

i=1
�� � �����%���� ��� � 4��#" ����� ����

� ��
{
g
(
x(i)
)}Ns

i=1
� ��� ��� 	�
���$ ḡNs ��� �� "����	 �� ��� ����� �� �� ���� �

� ������$����� 
���� ���� ��� ����� �� ��� &��
����' ��������
{
g
(
x(i)
)}

� (���� ���

���� ������� ��� ������������ � ����� ��	 ����� ���������� ��	 ��� "������� ��
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.��� ��� ����"������� �� %�� ��$� �� ����� ����

var (ḡNs) =
var (g)

Ns

[
Ns−1∑

j=−Ns+1

(1 − j

N
)ρj

]
&00'

����� ρj �� ��� ��������� ��1����� � ��� ����� ���� ��$ j� ��� ���� �� ��� ����#�
��� �� ��� ����$����	 ������������ ���� &�@A�'� 	����	 �� τg� (���� var (ḡNs) =
var (g)/Ns �� ��	����	��� �������� �� ����	 �� (����� -�-� ��� �@A� $�"�� ���
�>����"� ������ � ������� ���� ��� ���� "������� ��	����$ ���� �� �� ��	��
���	��� ������� !��� Ns � τg �� ��"� τg =

∑∞
j=−∞ ρj � @� ���� ��������� �

���� �������� ���� ���	���$ � �������� ������$ �� ���	�	 �� ��������� �����
����� � τg� @ �������� ��������� �������� �� $�"�� �� ����$ ������ ��������� �
γm = ρ2m + ρ2m+1 ��	 ���������$ ��� ��� �� 2n ����� ���� γn+1 > γn � γn+1 < 0�
���� ��� ��� ������ ��������� ��� ���	��������$ � $ ��$���"� �6:� �,7� �,=��

��� �@A� �� � ������� � ������"� �1������ � � 4A4A ������ ����� �����
�@A� ����� ���� � ������ ������ ����$ ���� ������ ����� �� �������	 � ���������
������� � � $�"�� ��������� ��	 ����� �� ��� ����������� �1������ �� � ����	��	
4� ������� ���� ����� �����$ ��� ������ 	���������� � $�"� � ������� "���� ��
�@A�� 8����� 	����������� ��� �� ����	 �� ���� ����� �� ������� �� ����	
��� �������� ��� ��	�� � ��� ���	� ��� �� ����	 �� ���������� ������� �����
�� $������ �>���� ����������� �1������ ��	 ��� �@A�� ��� �67� �,:�� ��� �������
�� (����� 0�� ���� ��� �>��� � �����$ ���	� ��%��� �� ��"���� �������� �� ��
���� � �������� ������ 	����������� ����$ � ������ � 	����� $�"��$ � �����
���� ��� � ������� #����� ��,��� E��� �"� ��� �� ��������	 ������ 	����������
���� �� ����� ���� ���������� pi�

∑
i pi = 1� �����$ ��� pi ��� ��� $������ �>���

����������� ��	 ����������� �1������� ��� �� ������� ��-;��

�9�! ,���������
� ������ �
� ����
	
���-.������� �/�/

��� �	"����$�� � 4A4A ����	 ��������� ��� �� ��� ����������� ��� � ��"��$
��� �����	 ��� ��������� ���	��	� � ������	� ����� � ������ ��� �������
	����������� ����� ���� �������� �>�� ��� $�� ��� 
�	��$ ���� � �����������$
��� ����� 4� ��$������ !� ��"��� ��"���� ������� ���� ��"� ��"�	 ������ ��
��"��$ ��"���� �������� ��� ��� ��-��� @� ���� ��� "������� � ��� 4� ��$������
����� ������� ��� �� "����	 �� ���� � ����"��$ ��� ������ 	���������� � $�"�
������ �����$�

,�	����� ��	������! A���	�� ��� ���� ����� ��� 4� ��$����� �� ���	 � ����
��� ��� ������� 	���������� π(·) ����$ ��� ������ 	����������� ��	 �� �� ���	
���� ��� ��������$ ����� �� �"�"��$ ������ � ���� ������ �� $�����$ ����#� (�������	
��������$ ��- � &���� ��� ���� ��	 �	�� �	����	 ��� ��������	 ��������$' 	�
���
� �������� � 	����������� {π�(·)}P

k=0 ����� π0 = π ��	 π1(·), π2(·), . . . , πP (·) ���
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	����������� ���� ��� ���������$�� ������ � ������ ���� ��� 	���������� "�� ���
��$�����	 ����� �� ��#�� ��

π(x, �) = λ�π�(x) &06'

����� λ0, λ1, · · · , λN ��� ����	 ���� �������� ����
∑P

�=1 λ� = 1� ���������� �� �

��	 k ��� 	���"�	 ��� ��� ��$���� ������� ����� ��� �����������	 ���� �������
���� ����$� k &������� �� � ���	� ���# �� k' ���� ��� �������	R��.����	 �� �
����	��	 4� ��$������ (������ ��� ��� ��	������ 	������ π(x, �|� = 0)� ���
������� ��� ��� 	�����	 	�����������

@ ������ ��������$ ������� ���	 � "����� 	�1������� ���� �������	�� 	���
���������� �� $�"�� �� ��� �������� � 	����������� π�(x) = λ�π

β�(x) ����� ���
���������$�� ����	��� ����� 1 = β0 < β1 < · · · < βP ��� ��"���� �������������
��� ������ ��$���� � ���������$ ������������ ��� ���	 $������ ������� �� ���
"���� ������� ����� ��$���������� 	��� ���	� � ������� 	����������� ���� ���
� ����� � ������ ������ ��-,��

8������� ��������$ �� ������� � ��������	 ��������$ ������ ���� ��� P ������
&�� �� ���� "���� � �' ��� ���������	 �������������� @� ������� �� ��� 4�����
��� �����	 4A4A �� ��--� ���� ������������� ���� ������ ���� ��� ������� ������
����� ���������$�� �������	� 	�
���$ � �������� � 	����������� �� ��"�� E"�
�������� 4��� A��� ��$������ ��� �������� � �������� ��������$ ���� �"��
�������	 �� ��� $������ �����%���� ��$������ ��-0��

+����� ��(������! ��� �������� ��.����� ��$����� �����%�� m ������� ������
��� � $�"� � �����$�������	 ���������%��$ � ��� ������ 4� ��$����� ��-6� �-7��
E��� ������� ���� �� ����������� �������� � ��� 4� ��$����� ��������%�	 ��
����� x(n) � $�"� ��� m ��	����	��� 4��#" ������

{
φ(r,k)

}∞
k=0

�� r = 1, 2, . . . , m

���� φ(r,0) = x(n)� E�������� ��� ��������$ ������ �� s (r, k) = r + m (k − 1) ��
r = 1, 2, . . . , m ��	 k = 1, 2, . . . $�"��$ ��� ���� �	����$ s = 1, 2, . . .� ��� m ����
����� ������ ��� ��� ����� ��� 
��� ������"��� ���������� &�� ��� �	�� s' �������$
�� smin� ���� ��� ��� ������� s �� ����� φ(s) �= x(t)� ���� ��� x(j) = x(n) ��
j = n + 1, n + 2, . . . , n + smin − 1 ��	 x (n + smin) = φ(smin)� ��	 ����������%��

*� ��� ���������� ���� α ��	 ���� �� ����������� ������"� � ��� �����	 ���
β� ��� ����	�� ����� ��

(1 − (1 − α)n)

α

1

1 + nβ
.

/���� ������	����� �� ��� 
����� 	�! ��� �	�� ��	����� ����	� �
������ �;��� ��	 ����$��� �	��� �������	 �� ������ �;�,� ��� �����"� ��$��
����
����	��� ���"��� �� �����������$ ��� �����	 ���� ����� ����	� ��� $�"�
������ � �� ����������� � ��� ���� ������� 	����������� ��� ��� ��-=�� ���
����������� ���� �������� 	�������	 �� (����� =�0 ����$���� ��� �>���� � ����
������������
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(������$ ��� ��� ����� ������� 	���������� ����� �����%��$ � ���� �������
����� � ��� �����	 ��� ��� �� �����"�	 ����$ ��� K	�����	 ����������< ��$�
����� ��,��� ���� ��$����� ����� � ������	����	��� ����������� π∗

x(·|d) � ���
������� 	���������� ���������	 ����$ � ����� ����������� � ��� �����	 ����
+��� � ������ �� $�������	� � �"�	 ����������$ π(x′|d) �� ������� ���� ���
��.����	� ��� ��$����� 
��� ����� ��� ������ ����$ ��� ����������� π∗

x(x
′|d) �

������ � ����	 ������ 	���������� ���� �� ���� ���	 �� � ����	��	 4� ��$������
@����������� ����	 � ���� �������%����� ��,��� ����� ����������$ �� 3E4 ��-;��
��	 �������	 ������� �"������� �� � ��������"�� &�����$��	' ��"�� �� 7�� ��"� ����
���	� �� ��� ������ � ��"���� ��������

4������ &%&%! @	����"� 4A4A ��$������ �����%� ���������� �� �������$
������ ������ 	����������� ��� ��� ���� ����� � ��� ����� ��-:� �0;�� 2�����
	�"�������� �� ��� ����� � �	����"� ��$������ ��"� ��	���	 ������
�	 ��������
����� ���� ������ ��$	������ ������$ ��	�����$��$ ���������� ��0��� �����	��$ ���
������ �����$ � ������ ���	�� ��0 ��

�� *������ ���
	�

�� ����	��	 ��������� �������� ���� �� ��� ��"������� ��������� ��������� ����
����� ��� ��	 ���# �� � ������ ���� � ���� �������� � � ��� ��������� �� ���� ��
��� ��������� � ��� �����	 � ��� "��������� ���"��� "��� ���� ��� ����� �
��#��� ���������� �� 	������	 �� ��� ��������� � ��� �����	 ������ ��	 ��
�� ��� ��	 �.����"� � ��� "����� ���#� @����$� �� ��$�� �� ����������$ � "���
��� �����"�����$ ����������� 	���������� �� � ���$�� "���� "�������� ��� ��	 ���#
��$��� ���"��� �� � ��� ����� ����� ��������� ��	 ����� 	���������� �� � �����
����� � ��� ������� ��� ��	 �.����"� �� ���� � ���� ���	 ������� �� ��� ����	
� ��� ������� � ���"����� � � ������ ��������

�� ���� ������� �� ����� ��� �		������ ����� ��	 ����� � �������� �� �����
��� 3������� ������� ��"�	�� � ������� �������#� �� ����������� ������� ���
3������� �������#� ����� ��� �� �� ���������� �� ���� @� �� �������� �������
���� "������� &��#���' 	�������� ��� ����������� ��������� � �������� �� �
�������� �����%���� ������� @����� ������� �� ���� � �	�� ��������� ����
������� �� ������� ���� �	����

�� 3������� ����������� ����� ��� ��� � ���� ����	��	 ������ !��� ��"���� ����
����� ���"��� ���� � ����� ������������ ��"� ���	� � ��"�� ���� ��"����$���	�
���� 8������ ���� �� 	�� � ��� ������� ��������� � ��"���� �������� ��� ���� $����
	������������ ��	R� ��� �� ��������� ������ � ��� �������������

�� �		���� � ��� ����� ������	 �� ���� ������� ��"���� �������� ���� ���� ��
�	�� "���	����� ��������� � ���� 	���$� ��	 ��"�������� ��"� ���� �����	 ��
���� ������ @� $������ ���������� � ���� ������� �����	��$ ��� ����� ���� ��� ��



�������� ����	�� 
��� �	�����	 0=

	�������	 ����� ��� ��0,�  6� �0-� 6���

���� )��������� ���������

@����� ���� ������	 � 
�	��$ �� ��� ��#��� x� ��� 
��� $�� �� �������� ����
	�����$ � ���	� "������� g� ������� � ������ ����"����� ���� ������� ���������$
���"��$ �� � ������� �������� @����� ������� ���� 	��� &������������' d ��� ����
������	 � �������� x� ���� ��� � ����� ��� ������� 	���������� π(x|d)� !� ���
���� ������ ���� ��� ���	� "�������� d ��	 g ��� �������� ��	����	����

��� ���	������ &���3�������' ������� ���	 �� � ������ � ���� ��������
�� x ��	 ���� �������� g ����	 � ���� ���� ��������� �� ��� 3������� �������#�
���"��� ���� �� ���	��	 	�>������� ����� ����� �� ����������� �� x &�"��' $�"�� d
� 6�� ����� �������$ �������� ��	����	��� d ��	 g ��	 ����$ ��� 3���� ������
�������	��� �� $��

π(g |d) =

∫
π(g |x)π(x|d) dx

����� $�"�� ��� ����������� �� g $�"�� ��� ��� �"������� 	��� d ��	 ��� ��������	
��#����	 ��	 ���� �	���� ��� ���	����"� 	���������� π(g |d) ���������� ������
����� ��� ����������� �� ��� ��#��� x� @� �������	 �� (����� -�0� ��� ����

π(g |d) �= π(g |x∗)

$�������� �� ��� 
��	 x∗� �����	��$ x∗ = E(x|d)� ��	 ��� ���� ��� ������� ������
������ �����	 �� π(g |x∗) �� ������� ��$��
������ � ����������

���� /
������ ���� ��
 ��;����� � 	�������

@����� ���� �� ����� �� �� 	�>����� ����������� ���� ��� ��#���� x ��	 μ�
����� ����������� ����� ������������ ��������� � ��� ��#����� )�� y ��	 d
�� ��� &�������� ��	����	���' 	��� ��	 π(d|x, μ) ��	 π(y |x, μ) �� ��� ��������	
��#����	��

����� �� �� �����$�������	 � ��� ����

π(x, μ |d, y) ∝ π(y |x, μ)π(d|x, μ)π(x, μ)

���� ��� ��� ��	��� � ��� �� ��#����	 ��	 ��� ���� �	���� ���� �� ��� ������
��	 ������� ��� � ������ 	��� ��	 � ��#� ��� ������ ��� ��������� ��"�	�	
�� ��� ������������ �� ���� �� ��� ������"� ��������������

(������� �� ���������� ��� �� �����$�	 � ���� ��� ��������	 ��#����	
	����	� ��� � �� � ��� ��#����� �� �������� π(y |x, μ) = π(y |μ)� @�����
������� ���� �� ��� ��������� ���������	 �� x� � ���� �� �����

π(x|d, y) ∝
∫

π(y |μ)π(d|x, μ)π(x, μ) dμ



�������� ����	�� 
��� �	�����	 0:

����� ��� ����	 ������ � ������������� �1����� ��������������� ������� "�� ���
����������� ������� �� (����� =�0� @$���� π(x|d, y) �= π(x|μ∗, d, y) �� ��� μ∗
��	 ��� ���� ������� �� �� (����� ���� ����� �����

���� "	���#���
� 
� � 	�������

*����� �� ��#� � ��������� � ��� �������� � 	������������ ��$�����%���� ���
�������� �� ����� ����	�� ��$�����%���� �� ����	 � ��#� ��� ��������� �
��� ������� ������� �� ��� 
��� ������ ����� ��� ����������� �	��� ���� ��
d = Ax+ e ���� 
��� ��	 ��$�����%���� �� �����$�	 � ������ ��� �������	���� �
��� ������ A�

�� ��� 3������� �������#� �� 0��� ��"� � �	�� ��� ����������� �� ��#�����
���� ��� �� �������� ��� ���� �	�� π(x) � π(x, μ)� ����� ��� ������������
��� ������	 �� ��	 ��� ������� ����������� �� �������	� �� ���� ����������� �� �
���$� � ��� ������� �	�� �� �������� �� 	�<� $ ���# � ��� ���� �	�� ��	
�	.��� �� � ��#� ��� ������� �	�� B�����C��� @� ���� �������� �� � ��� ���
��������$ ����� �� ��� 3������� �������# �� ���� ��� �	�����$ � ��� �������������
�� �������� ��� ��� �	�����$ � ��� ����������� ������

!��� �� ��� �	.��� �� 3������� ����������� �� �� ��� 	�����	���� �� ������
���� ��	 ����������� �� � 	 ���� � ���� ��� ������������ ��"�� ���������
������������ ��������� ������"� � ��� ���� ������������ /�� ���� ��� ���
	�����	���� �� 	�� 
��� ��� �	�� A�

� ���������� ���� �	��� ����	�� ��� ����	��	 ���� � ������ 5������� ��#����	
��	 ���� �	��?

d = Ax + e , e ∼ N (0, Γe) , x ∼ N (x∗, Γx)

���� �������� ��	����	��� (e, x)� ��� ������� �"������� ��

Γx|d =
(
ATΓ−1

e A + Γ−1
x

)−1

��� (����� -�,� �� ��� ���� ����� ������ ���� A ��	 Γ−1
x ��"� ��� ���� ���� ������

����� ��� ������ ATΓ−1
e A + Γ−1

x �� �� ��"������� ��	 ��� ������� 	����������
�� �������� �� ���� ��	�� ��� ������� ����������� �� ��
���� �� ��� ������$
�����? ����� �� �� ����� �� "���� x′ � ���� ��� � ���� π(x + cx′ |d) = π(x|d) ��
����������� ���$� c�

��� ���# �� � ��#� ���� ������������ ���� ��� ����������� �� ��� ��#����	�
����� �� 	��������	 &�� ��� ��"� ������ �������' �� ��� .��� ��������� � A ��	 Γe

���� ����� ���� 0������ �
������ � ������ 	�� �	������& 9	�� 0������� �������� ��� �	�	� 	

:��*$����� ��	*�*���; � ��� ����� ���� ���� ��� �	 ���& -� ��� ���	 *��� ������ ���� ����	��!
:�		 !		� ������� �	����; � �	 �	�!�� 0������ *������ ����� � �	� ��	�!� �		� 
	� ��*$������&
9�� 5<3� "������ 337 
	� � *��
 ������	� 	� ��� �	��&
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�� ������������ � ��� ���� ������������ !� ���	 � ������� �� ���� ������������
���� �� ��� ��	��� � ������� "��������� ���� ��� ℵ = ΠkΓx|d(k, k)� !� ���	
���� ��� � �����%� ��� ������������� ��	 ���� A� � ���� ℵ �� ������%�	� � ��
��	� ����� �������� ������ (�� ��;;� ��	 ��00� �� �� ����	���� ��$����� ������	
������� �� ��������� ��	 ����������� ������ ��������"����

���� �
���� 
� �������� ������
��

A���	�� ��� ���� ����� �� #�� ��� ��#��� �������� ��1����� � �� ���������
�������� ��� ���� �� 	�<� #�� ��� ������ � ���	����� �� ��� ���	������
�� ���� � ���� ��� ��#��� ��������� ������� � ������������� ���� 	������� ��
"��������

@� �� �������� ��� ����� �� p �	��� Mk, k = 1, . . . , r� )�� �� 
� ��� �����
������������ �
 ����� 	����� �� pk = P(Mk) ����

∑
k pk = 1� ��	 ����� P(·) 	�����

����������� !� �����

Mk : d ∼ πk(d|xk) , xk ∈ Xk.

@� �� �������� ����	�� ��� ������������ � � ��������� ���	��������� "�������
x(t) ����� �� 	�������%� �� N ������ !� #�� ���� x(t) �� ������� � ��������� ����
������� ��� ���� ���������� ����� ��� �� � ������ k � ��$��
���� .����� �����
�� �	�� x(t) �� ��� ��������� � � ��������� ���� ������ z(t) ��	 � .���
������� �� ���� � ����� �� ��� ��� xk = (z1, . . . , zN , t1, . . . , tk, β1, . . . , βk)� ����� t�
������� ��� ������� � ��� .����� β� ��� .���� ��	 k �� ��� ������ � .����� ����
Xk ⊂ R

N+2k, k = 0, . . . , p − 1 ��	 ��� ������� ������ x(t) ��� �� ������� ��

x(t) = z(t) +

∫ k∑
�=1

β�δ(τ − t�) dτ. &07'

����� ��� �	��� Mk �������	 � 	�>����� ������� � .�����
�� �� ����� ���� �� ���� � �	�� �� ����� ������ � ��"������� �����%����

���� ������� �� � ����# � ������� ����������� � xk� ����� �������$ ����$ ���
��"������� .��� 4A4A ��������� ����� � �� ��� ��� ���� �����

�� �� � �� ���	 ���� �"�� ���� �� ��"� ������	 ��� �������� �� �����
������ ��� ������� ���� � xk ����� ���� ��� � 	�>����� 	��������� !� ����
���"��� ������ ������ ��� ��	������ ���� � &07' � ���� �� �����	 ����������
(�� �:,� �� �� ������� � ���� � ����	����

���� �
��� �������
�

���� ���� �� ������ ������	 � ���� � (����� ���-� ��� ��� �.����"� �� 	�>������ @�
�� �������� ������ ���� �� ����� �� ������������ � � ���$�� ��	 ��� �.����"�
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�� � 	�������� ������� ��� ���$�� �� ������� ���� ��� ��� �.����"� �� ������� ������
@����� ��� ���� �� ��"� ���������	 ���� �	��� π1(x) ��	 π2(x) �� ������ ��	
������ ���$���� ��������"���� �� �� ����� �� ��������� 
���$ ������ � ����� ��
�	��� �� � ����� �� ���� ����� ��������� ���� ����� � ��� ������	 ����� �� ���
�	�� π2(x) �������	� � � ��������� ���� ������� ��	 �� ��� ���� ���� �	���
�� $�� ���� �������������� A������	��$��� �� ��� ���� �	�� π1(x) ����� ��
.����� �� ��� ��#��� � ����� .���� ������� ��� ������ ���$�� ������� .���� �
��� 2����� ���� ������������$ ��� "������� x� ��� �.����"� ���� �� � 	��������
����� � ��� �	��� π1(x) � π2(x) �� ������ �������	 �� ��� ������������� ����
��� � ������ ��� -�����. 	�����

4�� $��������� ��� ����� �� p ��	������ 	����� ����� �� 	���� �� Mk, k =
1, . . . , p� )�� ��� ���� ������������ � ����� �	��� �� pk = P(Mk)� @� �� (���
��� ���-� ����� �	��� ��� �� ���� �� ���������%����� � ��� ���� ���� ��	 ���
���������%����� ���� ��"� 	�>����� 	��������� *� �������� ��� x ��������� ���
����$����� ������� ��	����"��� ��	 ��� M1 �� � �	�� �� ����� x �� �������
�� �� 	�>����� ���	����� ����� �� M2 ����� �� � ����	 ���	����� *����������
��� M3 �� � �	�� ���� x(�r) =

∑20
�=1 x3(�)ϕ�(�r) ���� ��������� ���� ϕ�(�r)� ��	

� ��
��� ���# �� ���� � ������ � �	�� ����� �� ���� �������	 �� ��� ������������

d� *����� ��� ���� �������

π(x,M) = π(x|M)p(M)

��	 ���
π(x) =

∑
�

π(x|M�)p(M�).

)�� ��� ���� �	�� �� Mk �� πk� ��� ������� π(M|d) �� � 	������� 	�����������
��	 �� ��"�

P(M = Mk |d) =
pk

∫
Xk

πk(d|xk)πk(xk) dxk∑
� p�

∫
X�

π�(d|x�)π�(x�) dx�

.

��� ������� ����� �� � ������ ��� �	�� �� ����� P(M|d) �� ��$����� ���� ��� ���
	������� 4@8 ��������� �� �� ����� ���� ��� ��	������ ���� E(M|d) 	�� �� ��#�
��� ����� �����

@$���� ��� ��� �������� ������� � ����� �� �	�� �������� �� ������� "��
4A4A� ��� ������� ������������ � ��� �	��� ��� ���� ������	 ������ ��� ���
	���� ����� � ��� �	��� ���$ ��� ������ ��� ���������� � � �������� ��"�������
.��� ��������� #������ ���"��� ��� �� � ��	��� ���#� *� $������ ������� �
3������� �	�� �������� ��	 "���	����� ��� �� ������� �6�� �0-��
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�� +��
�, �� �����
�� �����
��� �� 
������ ���� �����-

��� �������

!���� ����� �� � ������"��� ����� �	� � �������$ ��# �� 3������� �������� �
������� �� ��"���� ���� ��������� ��� ���������� �����	� ������� ��"���� ����� ��
����������	 ����������� ��	 �� ���� ���� ��������$ ��,,� �06� �07� �0=� ,6� �0:�
,0� �6;� �6�� �6 � �6,� �;�� - ��

�� ��,,�� �������� ��� $�"�� � ����	��$ ����$���� � � ������ �����	 ���
����	 � �������	 	���� ����$����	 ���� ���������� ��	 ��������� �	�����$� �� ��
���������� �� ������� 	���$� � �������� ��������� ��� (����� �;�,� ����� ����
�$���� ��� K#��$��$<� ���� ��� 
����$ � 5������� ������ �	���� � ���� ���� �����
����� � ��� �����	 ��� �� ���������� ���������� �����	��$ ��������� ���������
�� ��"���� ���� ��������� ��� (����� 7� �� ��� 	������ � 5������� ���������

4	�����$ ��	 ���"��� � ������� ������ �� ����	���	 �� ��06�� ��� ��#
����	��� ��� ��������	 ��	 ���� ������������ �� 	�"�����$ ��	 �����������$
4A4A ����	 ���������� 8��� �	�����$� 	��� �	�����$� ��	 ������������� �
���������� ��� �������� �� ���� ���� �������	 ������� � 3������� ����	�$�
������	 � � �������
� ��������

�� ��� ������ � �������� ��07� �0=� ,6� �0:�� ������ ����	� �� �����������
3������� ��������� ��	 ������� ���������� ��� ������	 � � ���$� � ������� �� ��"����
���� ��������� ���� �������� � ��"���� ���� ��	����� �������� ����� ��������
��"�	� � ����$� 	�"������� � ��������� � ��� ��#����	� ���� 	����������
�	�����$ �����	��$ ������������ �	�����$ ��	 ��� ��� � ����������� ������� �
��� ������� 	����������� ��	 	���$� � �1����� 4A4A ��������� �� ��07�� ������
����� � ��� ��A8 � ���	��� ���� G�� �	����
����� �� �� ��	 �� 	��������
�� $�"��� ���� 	���������� � ��� ����	� ����$ ��������	 	���� ��� ��������
� ���� ��������� ���� ������
����� � ������������� �� ����	���	 �� ��0=�� ���$
���� �	�� ��	������ ���� ���������� � 	�������$ ���� ������� E������"� 	������
��� � ������������ ����	� �� 3������� �	�����$ �� ��������	 �� �,6�� � �	��
������������� �� ����� ������ �� ���� �� ��� ������� ��#���� � ���	��� G��
��	 ���� ������� /����� �� ��� ��� � ��.�$��� ����� "�� ���������������� 8��
����� ���� ��	 ����������� ��������� ��� ��������	 ���� 	��������� ��� "���� �
��� 3������� ������� ���� �� ��#��� �� ����������� ��� "���� � ����$ K��.�$���<
���������� �� ����������	� �� (������ ,�� ��	 =�- �� ��"� ��$���$���	 ��� ��� �
K���������< ���������� ���� ��� ��"� �		������ 	�������� ���������� ��� �07�� ��
����� ��������� ��� ��#���� ��� ����������	 ����$ ��� ���� *E4 ����� ���	 ��
��������� ��������� ���� 542* ����� �� ��#����� �� 	�������	 �� ������ 7� �

(���	������� ���� ��	����� ������� ��� ����	���	 �� ��6�� �6 � ����$ � ���
���������� 3������� �������� �� �� �,6�� � ������ ��� ������� 	���������� "��
��#��� ������� ��	����"��� ��	 ������"�	 ���	��� ������������ E��������
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���� ������������� ��	 ���$���� 	����������� "�� ��������������� ��� ��������	�
������� �����$ ��� ����	 ��	 �������� E1������ � ��� 4A4A �������$ �� ����
���� 	�"����	 �� ��6 �� ����$� ��� ��� � �� ����$��� �	��� �����"��$ �	��
��	������ ��� &��������� �' ��� �@A� �� �����	 �� � ������� � ������ ���	�
�� � 	��$����� �� �1������� ��� (����� �;�0�

8�������� ��������� � ��� ���� ��	����� �� �������� ��	�� �� 	�"����	
�� ��,-�� ����$ �� ��$��������� �������� �� ��� �����	 ���� ��	 4A4A �������$
� ������ ��� ��������� � ���������� ��	 �������������� 2������ ����$ ��������	
	��� ��� ���� ��������� � ���� ��	����� ��� ��������� ��	 ��"�	� "��� $	
��������� � ���� ������������� �>����"��� �����������$ �	�������	 ������$
� 	����

��������� 	��� ��� ���� ����	���	 �� ��6-� �60� �� ����� ������������� ������
����� ��	 ��� ���	��� ���� G�� ��"� ���� ��������	 �������������� (����������
��������� � ������� ��	����"��� ��	 ���� �������� �� ��������	 �� ��6;�� ����	 �
��������� 	��� �� ���	����� ��	 �	�����$ ��� ��#���� �� 4��#" ���	� 
��	��
�� ���� ������ ��� ������������ �� ����� ��$������ ��	 � ����� ���� ����������
��� ����	� @ ����� ��������� ������� � �������� ����$����� ������� 	�>��
��"��� ��� ������	 �� �� ��66� ������	 � ��������	 ��	���	 ������$ ��	 ��$�����
�������� ����	 ������� ������$�

@� ����������$ ���	� � �����	 �	�����$ ��	 ������������ ���� �	�����$ ��
��� ��������� � �����
� ���� �� ��������	 �� ��;��� 3������� ��������� ��� ����
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